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问题的
提出

闭环极点决定了控制系统的基本闭环极点决定了控制系统的基本
特性！特性！提出 特性！特性！

控制系统的闭环极点不任意求得！控制系统的闭环极点不任意求得！

闭环极点（特征根）

控制系统的闭环极点不任意求得！控制系统的闭环极点不任意求得！

j 闭环极点（特征根）
决定了控制系统稳定

j

决定了控制系统稳定
性；

闭环极点（特征根）
决定了控制系统的模决定了控制系统的模
态；确定了系统的动态；确定了系统的动
态性能



根轨迹
定义

根轨迹的根是闭环特征根
定义

轨迹是闭环特征根随着参数变

根轨迹：当系统某一参数在规定范围内

化而变化的轨迹！

 根轨迹：当系统某一参数在规定范围内
变化时，相应的系统闭环特征方程根闭环特征方程根在s
平面上的位置也随之变化移动，一个根平面上的位置也随之变化移动，一个根
形成一条轨迹。

狭义根轨迹（通常情况）：变化参数为 狭义根轨迹（通常情况）：变化参数为
开环增益K，且其变化取值范围为0到∞。

 广义根轨迹:系统的任意一变化参数形成
根轨迹。根轨迹。



根轨迹的例子
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 K4/1 对共轭复根



根轨迹与系统性能

从根轨迹看系统的动态性能

是否有虚根虚根考察系统是否振荡振荡

主导极点的角角观察超调量超调量，主导极点主导极点的角角观察超调量超调量，主导极点
离虚轴距离考察调节时间调节时间

根轨迹看系统 定性从根轨迹看系统的稳定性

根轨迹是否进入s平面的右半平面？根轨迹是否进入s平面的右半平面？

从根轨迹看系统的稳态性能

系统的型号？



根轨迹方程就是闭环特征方程！

根轨迹方程
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1）幅值条件不但与开环零、极点
有关，还与开环根轨迹增益有关；
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1）幅角条件只与开环零、极点
有关
2）充要条件2）必要条件 2）充要条件



是满 角条件 点凡是满足幅角条件的点
一定是根轨迹上的点！定是根轨迹上的点！

幅角条件（k=0 1 2 …）
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幅值条件是必要条件
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幅值条

不是根轨迹上的一点

71 js  根轨迹上的一点 件成立！222,1 js  根轨迹上的一点

必要条件必要条件：
S平面上的某一点s是根轨迹上的点，则幅值条

件成立；件成立；
S平面上的任一点s满足幅值条件，该点却不一

定是根轨迹上的点。定是 轨 的



幅角条件绘制根轨迹，幅值条件定K值
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幅角条件绘制根轨迹，幅值条件定K值
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如果幅角条件成立，则s1即根轨迹上的一个点。
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 1开环零点至s1的幅角

1、2、3、4：开环极点至s1的幅角。

!!幅角均以反时针方向进行

1、2、3、4：开环极点至s1的幅角。

由幅值条件 4131211'

zs
pspspss

K



!!幅角均以反时针方向进行。11 zs 



开 零极点与闭 零极点开环零极点与闭环零极点
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n个极点(n  q + h)

前向通道根轨迹增益




2
21

2
21'

TT
KK GG




前向通道增益

















 h

1j
j

l

1j
j

q

1i
i

f

1i
i

'

)ps(

)zs(

)ps(

)zs(
K)s(H)s(G

 
l

j )zs(

反馈通道根轨迹增益

 1j1i

iz jz
开环系统根轨迹增益

前向通道零点 反馈通道零点
m个零点(m=f + l )










 h

1j
j

1j
j

'
H

)ps(
K)s(H '

H
'

G
' KKK 

ip jp前向通道极点 反馈通道极点
n个极点(n= q + h) 



开环零极点与闭环零极点开环零极点与闭环零极点
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1）闭环系统的零点 前向通道的零点+反馈通道的极点1）闭环系统的零点=前向通道的零点+反馈通道的极点；

2）闭环系统的极点与开环系统的极点、零点以及根轨迹

3）闭环系统根轨迹增益=开环系统前向通道的根轨迹增益。

）闭环系统的极点与开环系统的极点 零点以及根轨迹
增益均有关；

单位反馈系统
（1）闭环系统的根轨迹增益就等于开环系统的根轨迹增益；（1）闭环系统的根轨迹增益就等于开环系统的根轨迹增益；

（2）闭环系统的零点就是开环系统的零点。 '
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！根轨迹法：由开环系统的零点和极点，不通过解闭环
特征方程找出闭环极点。



二、绘制根轨迹的基本规则

一、根轨迹的起点和终点
二、根轨迹分支数
三、根轨迹的连续性和对称性三 根轨迹的连续性和对称性
四、实轴上的根轨迹
五 根轨迹的渐近线五、根轨迹的渐近线
六、根轨迹的分离点
七、根轨迹的起始角和终止角
八 根轨迹与虚轴的交点八、根轨迹与虚轴的交点
九、闭环特征方程根之和与根之积



根轨迹起始于开环极
点，终止于开环零点
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'K s值必须趋近于
根轨迹终止于开环零点K 值必须趋近于

某个开环零点 根轨迹终止于开环零点



n阶系统，根轨迹有n个起始点，
系统根轨迹有n个分支

1）系统特征方程的阶次为n次特征方程有n个根

2）实际物理系统 开环极点 般多于开环零点

K变化(0到∞ ),n个根随着变化n条根轨迹。

2）实际物理系统，开环极点一般多于开环零点，
即 n > m。

 m条终止于开环零点（有限值零点)； m条终止于开环零点（有限值零点)；
（n－m）条根轨迹分支终止于（n－m）个无
限远零点限远零点。



几阶系统？

几条根轨迹？

从哪里出发？

终止于何处？



根轨迹是连续曲线，且对称于实轴。根 迹是连续 线， 对称于实轴

闭环特征方程的根在开环零极点已定的情况下：闭环特征方程的根在开环零极点已定的情况下：
各根分别是K的连续函数；
特征方程的根为实根或共轭复数根。特征方程的根为实根或共轭复数根。

仅需先画出S平面上半仅需先画出S平面上半
部和实轴上的根轨迹，
下半部由镜象求得。下半部由镜象求得。



如果实轴上某一区段的右边的实数开
环零点、极点个数之和为奇数，则该
区段实轴必是根轨迹区段实轴必是根轨迹。

开环零点：z1 开环极点：p 、p 、p 、p p
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每对共轭复数极点所提供

？

每对共轭复数极点所提供
的幅角之和为360°；
s 右边所有位于实轴上的每一个极

s 左边所有位于实轴上的每 个极点或零点所提供的幅角为0°

s1右边所有位于实轴上的每一个极
点或零点所提供的幅角为180°；

s1左边所有位于实轴上的每一个极点或零点所提供的幅角为0 。



已知系统的开环传递函数，试确定实轴上的根轨迹。
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平面s

[-1，-2] 右侧实零、极点数=3。
[-4，-6] 右侧实零、极点数=7。[ 4， 6] 右侧实零、极点数 7。



五、根轨迹的渐近线五、根轨迹的渐近线

沿着渐近线趋于无限远处，沿着渐近线趋于无限远处，

渐近线也对称于实轴（包括与实轴重合）。

渐近线与实轴的倾角（k=0，1，2，…） ：
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说明
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1）当k值取不同值时，a  有（n－m）个值，而a不变；

2）根轨迹在s∞时的渐近线为2）根轨迹在s∞时的渐近线为
（n－m）条与实轴交点为a 、倾角a为的一组射线。



根轨迹的渐近线例一

已知系统的开环传递函数，试确定根轨迹的渐近线。
根轨迹的渐近线例

)5s)(1s(s
)4s('K

)1s2.0)(1s(s
)1s25.0(K)s(G










三个开环极点：0、-1、-5 一个开环零点：-4
n-m=3-1=2

渐近线与实轴交点 )4()5()1()0(
zp

m

i

n

i 


渐近线与实轴正方向的夹角：

渐近线与实轴交点： 1
13

)4()5()1()0(
mn

1i1i
a 









＝

渐近线与实轴正方向的夹角：

mn
180)1k2(

a 


 270、900
a 



根轨迹的渐近线例二

已知系统的开环传递函数，试确定根轨迹的渐近线。
)1(K

根轨迹的渐近线例二

)2s2s)(4s(s
)1s(K)s(G 2 




四个开环极点：0、-1+j、-1-j、-4四个开环极点：0、 1+j、 1 j、 4
一个开环零点：-1 n-m=4-1=3

渐近线与实轴交点：
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i 

平面s

1j

3
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
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渐近线与实轴正方向的夹角：
4

3
5

 1j渐近线与实轴正方向的夹角：

mn
180)1k2(

a 


  300、180、60 0
a 

3 j



六、根轨迹的分离点六、根轨迹的分离点
分离点（或会合点）：根轨迹在S平面某一点相遇后又立即分开。

分离点必然是为D( )某 数值时的重根点分离点必然是为D(s)某一数值时的重根点。

1、b坐标值由分式方程解出


 




n

j jb

m

i ib pz 11

11


2、由 极值点求解b

4/1'  KK
0)s('K0)'K,s(D 

0
'


ds

dK坐标值由 解出b 2/121  ss

必要条件：当解得多个s值时，其中k’值为正必要条件 当解得多个 值时，其中 值为
实数时才有效。

3、重根法求解b3、重根法求解b

)s(B
)s(A'K)s(B'K)s(A)'K,s(D  由 解出b0

ds
)s(dB)s(A

ds
)s(dA)s(B 



坐标值由分式方程解出b坐标值由分式方程解出
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根轨迹在S平面上相遇并有重根，设重根为s1，根据代数中根轨迹在 平面上相遇并有重根，设重根为 1，根据代数中
的重根条件，有
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即得 解出s1，即为分离点b  j ji i pszs 1 11 1即得 解出s1，即为分离点b



已知某一系统的开环零极点分布，试概略画出其根轨迹。

规则1、2、3
根轨迹有三条分支，分别起始于开环
极点0、－2、－3，终止于一个开环
有限零点－1和二个无限零点。
根轨迹对称于实轴。根轨迹对称于实轴

规则4实轴上0到－1和－2到－3两个区域段为根轨迹
规则5根轨迹有两条渐近线（n－m＝2),  令k=0
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
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
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规则6在实轴上有根轨迹分离点，且在区段－2到－3之间
1111

＋＋ 


 90180
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＋
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＋ bbbb   47.2b  90
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由 极值点求解由 极值点求解b

假定s点沿实轴自p2点移向p1点,
k’增益 从零开始逐渐增大k’增益：从零开始逐渐增大，

到达b点时为最大，
逐渐减小逐渐减小，
到p1点时k’为零。

根轨迹分离点处所对应的k’增
益具有极值益具有极值
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
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？！取在根轨迹上的解。取在根轨迹上的解



)2)(1(
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


)2s)(1s(s 

由 极值点求解

42.0s1  58.1s2 

[-1，-2]区间无根轨迹舍去

42.0b 

 180180 

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b 



r重根 )(A

0)s(D)s()s(B'K)s(A)'K,s(D)s(D 1
r

b 

r重根
)s(B
)s(A'K 

两边求导
0]

ds
)s(dD)s()s(rD[)s(

ds
)s(B'K

ds
)s(dA

ds
)s(dD 1

b1
1r

b  

)(dD
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r>1 ds
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ds
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必要条件：!!当解得多个s值时，其中k’值为正实
数时才有效。数时才有效



分离点（或会合点）处的根轨迹的会合角分离点（或会合点）处的根轨迹的会合角
（或分离角）

)1k2( 
l

)1k2(
b


 会合（或分离）的

根轨迹的条数

分离点上的根轨迹的切线方向与实轴正方向的夹角分离点上的根轨迹的切线方向与实轴正方向的夹角

例



)204)(4(
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

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KsHsG

规则1、2、3、4 
根轨迹对称于实轴，)204)(4(  ssss 根轨迹对称于实轴，
有四条根轨迹分支，分别起

始于极点0，－4和－2±j4，终
止于无限远零点止于无限远零点。

实轴上0～－4区段为根轨迹。

辐角条件 p3、p4的连接线
为根轨迹
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根据规则5 根轨迹有四条渐近线)204)(4(  ssss
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根据规则5 根轨迹有四条渐近线
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根据规则6求根轨迹的分离点
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p3、p4的连接线上


