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I. 引 言 
I.1. 发展历史 

 
Poincaré 在他的名著《天体力学的新方法》[1]中，设计了一种方法来寻求如下的一阶

方程组的周期解： 

（1.1）    1 2( , , , , , ; ) ( 1, 2, , )i
i i n

dx X x x x x i n
dt

ε= ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅  

其中，t 为时间变量，ε为表示摄动影响的小参数。 0ε = 时的方程组对应于未扰系统，它特

别简单，可容易地求得周期为
(0)T 的周期解。Poincaré 方法的实质是求得关于参数 ε展开的

摄动解，不仅把变量展开： 

（1.2a）    (0) (1) 2 (2)
i i i ix x x xε ε= + + + ⋅⋅⋅  

而且把周期 T 也展开： 

（1.2b）    (0) (1) 2 (2)T T T Tε ε= + + + ⋅⋅⋅  

近年来，这一方法在非线性振动（非线性力学）理论中得到了广泛应用，该领域中经常出现

（1.1）那样的方程。然而，近六十年间，人们没有对这一方法进行过实质性的推广，Poincaré
的创见的潜力并未得到充分发挥。 

1949 年 5 月 19 日，Lighthill[2]在伦敦数学学会所作的讲演中，提出了一种求得物理问

题一致有效近似解的技巧，介绍了对 Poincaré 方法的一种非常重要的推广。Lighthill 的目的

在于改进寻求物理问题近似解的熟知的摄动法，摄动法的基本思路是：把精确解展开成小参

数 ε的幂级数，零阶解与 ε无关，而一阶解正比于 ε，依此类推。这种方法原理简单，使用

便捷，十分有效，对一大类问题产生了有用的结果。但是，时不时地遇到一些问题，它们的

零阶解在感兴趣的区域里的一个点上或一条线上有某种奇性，在高阶解中，这种奇性不仅在

同一位置仍然出现，而且随着阶数升高会变得越来越严重。在这种奇点附近，关于 ε的幂级

数展开式失效，经典的摄动法不能给出有用的解。 
Lighthill 的方法旨在克服这种困难，提供在整个感兴趣的区域一致有效（或有一致的精

度）的展开式。该方法的基本思路是：不仅把因变量 u 展开成 ε的幂级数，而且把自变量（如

x，y）也展开成 ε的幂级数，于是有 

（1.3）    (0) (1) 2 (2)( , ) ( , ) ( , )u u u uξ η ε ξ η ε ξ η= + + + ⋅⋅⋅  

（1.4）    
(1) 2 (2)

(1) 2 (2)

( , ) ( , )
{

( , ) ( , )
x x x
y y y

ξ ε ξ η ε ξ η
η ε ξ η ε ξ η

= + + + ⋅⋅⋅
= + + + ⋅⋅⋅

 

这里，ξ，η取代了原来的自变量 x，y。显然，
(0) ( , )u ξ η 就是经典的摄动法给出的零阶解，

只不过用 ξ，η 取代了 x，y 而已。如果我们忽略（1.3）中 u 的高阶项，则近似解就是在经

变换（1.4）伸缩或变形的坐标下的零阶摄动解。有些作者根据这一事实把 Lighthill 法称为

坐标摄动法*。（* 目前，经常称之为变形坐标法或伸缩坐标法。 ——译者注。） 
Lighthill 把他的方法应用于含偏微分方程的问题，其中零阶解由与精确方程同阶的约化

线性方程得到。然而，很快就发现 Lighthill 原先给出整个感兴趣区域一致有效解的目的并非

总能达到。在许多问题中，只有利用 “边界层”解，才可得到良好的零阶解。Kuo（郭永怀）



[3]在寻求平板的不可压缩层流边界层的精致的解时，首先认知了这种必要性；此项工作以

及他在超音速层流边界层方面的后续工作[4]，对 Lighthill 原先的思路做了进一步推广。 
Poincaré、Lighthill 和 Kuo 的方法的基本原理无疑为许多应用数学工作者采用过，但相

关概念的一般性也许从未充分地强调过。因此，倘若我们承认原创和大胆探索的重要性，就

会赞赏上述三位为工程数学提供这一极其有效方法的功绩，并将此方法称为 PLK 方法。 
 

I.2. 简单例子 
 

为了阐释 PLK 方法的原理，我们来考虑如下的一阶常微分方程： 

（1.5）    ( ) 0.dux u u
dx

ε+ + =  

将此方程除以 du/dx，使因变量与自变量的角色彼此交换，就得到 

           
dxu x u
du

ε+ = −  

或即 

（1.6）    ( ) ,d xu u
du

ε= −  

积分上式，得 

           2
0 ,

2
xu u Cε

= − +  

其中 C0 为积分常数。如果我们施加边界条件 

（1.7）    (1) 1,u =  

则微分方程（1.5）的精确解为 

（1.8）    2 2( ) 1.x xu
ε ε ε

= − + + +  

现在我们来试用经典的摄动法，亦即将 u 展开为 ε的幂级数： 

（1.9）    (0) (1) 2 (2)( ) ( ) ( ) .u u x u x u xε ε= + + + ⋅⋅⋅  

将（1.9）代入（1.5），然后令 ε的同次幂相等，我们有 

（1.10）   
(0)

(0) 0,dux u
dx

+ =  

（1.11）   
(1) (0)

(1) (0) ,du dux u u
dx dx

+ = −  

（1.12）   
(2) (1) (0)

(2) (0) (1) ,du du dux u u u
dx dx dx

+ = − −  

………………………………… 

若令
(0) ( )u x 满足边界条件（1.7），则有 



（1.13）   (0) 1( ) .u x
x

=  

利用所确定的
(0)u ，由（1.11）得到    

           (1) 1
3

1 1( ) .
2

Cu x
x x

= − +  

但现在边界条件（1.7）要求 

（1.14）   (1) (1) 0.u =  

由此可确定积分常数 C1，从而有 

（1.15）   (1)
2

1 1( ) 1 .
2

u x
x x
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

类似地有 

（1.16）   (2)
2 4

1 1 1 1( ) 1 1 .
2 2

u x
x x x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

函数
(0) ( )u x 在 x＝0 处有奇性，而（1.15）和（1.16）表明，当摄动解的阶数升高时，

这种奇性变得更加糟糕，因此，这样得到的解在 x＝0 处毫无用处。事实上，在离开奇点 x
＝0 处，通过分析所忽略的 ε的高阶项的阶数，就可估计此解的相对误差。于是，倘若我们

根据已进行的演绎，计算到 ε2 项，则相对误差为 O（ε3），但在奇点附近，这一估计失效，

相对误差远远高于 O（ε3），所得到的解在感兴趣的 x＝0 附近的区域没有一致的精度，亦即，

解不是一致有效的。现在让我们另辟蹊径，根据 PLK 方法的要求，把 u 和 x 都展开成 ε的
幂级数： 

（1.17）   
(0) (1)

(1)

( ) ( ) ,
( ) .

u u u
x x

ξ ε ξ

ξ ε ξ

= + + ⋅⋅⋅

= + + ⋅⋅⋅
 

现在，原来的微分方程（1.5）可写成 

（1.18）   ( ) 0.du dxx u u
d d

ε
ξ ξ

+ + =  

将（1.17）代入（1.18），令 ε的同次幂相等，我们得到 

（1.19）   
(0)

(0) 0,du u
d

ξ
ξ

+ =  

（1.20）   ( )
(1) (0) (1)

(1) (1) (0) (0) .du du dxu x u u
d d d

ξ
ξ ξ ξ

+ = − + −  

由（1.19）即得 

           (0) 0( ) .ku ξ
ξ

=  

如果我们加上条件 



（1.21）   ( )(1) 1 0x =  

使得 1ξ = 时 x＝1，则由边界条件（1.7）对
(0)u 的要求，得到 0 1k = ，于是有 

（1.22）   (0) 1( ) .u ξ
ξ

=  

利用这个
(0)u 解，（1.20）变成 

           ( )
(1)

(1) (1)
2 3

1 1 1 .d dxu x
d d

ξ
ξ ξ ξ ξ ξ

= − + +  

为了使
(1)u 的奇性不强于

(0)u ，我们利用选择
(1)x 时拥有附加的自由度的优越性，令 

（1.23）   
(1)

(1)
2 3

1 1 1 .dx x
dξ ξ ξ ξ

− =  

因此这是
(1) ( )x ξ 应满足的微分方程，在条件（1.21）下，其解为 

（1.24）   (1)
2

11 .
2

x ξ
ξ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

利用这样确定的
(1)x ，为了满足 u 的原来的边界条件，我们有

(1) 0u ≡ 。于是，取到此阶近

似，我们得到 

（1.25）   

2

1 ,

11 .
2

u

x

ξ

ξξ ε
ξ

=

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

令人惊奇的是：在（1.25）中的两个方程中消去 ξ后，我们恰好得到（1.8）给出的解 u。所

以，对这一情形，PLK 方法不仅消弭了 x＝0 处的奇性困难，而且产生了如此良好的解项，

事实上，给出了精确解。 
 

I.3. PLK 方法的基本特性 
 

我们发现，在 x 的不同区域，（1.5）的精确解关于 ε的合适的展开式是各不相同的。展

开式（1.9）仅适用于远离原点的 x，即 x 的值较大时；在原点附近，另一种完全不同的展开

式才适用。解的特性的这种变化使得常规的摄动法几乎没有用处。事实上，把常规的摄动法

应用于这类情形，需要有极为机敏的猜测。而另一方面，PLK 方法则是基于成规的一种简

捷可靠的方法；问题中的错综复杂的关系会自动地、正确地呈现出来，无需研究者进行预测，

在这方面，PLK 方法与 Laplace 变换方法并无二致，因此，对工程师来说，PLK 方法的这种

特性特别重要。在以下各章中讨论例子时，我们可以更好地鉴赏此点。 
PLK 方法的另一个特性是它在实际应用中的很大的灵活性。尽管 Lighthill 原先强调了



解的一致有效性，但正如下文中所述，这一要求并非总能达到。要点在于：通过引进“伸缩”
坐标，我们在求解过程中赢得了附加的自由度，用以改进零阶解的准确度，原先在奇点或奇

线附近零阶解极差。我们能成功到何种程度取决于问题本身。不幸的是，迄今为止，有关

PLK 方法的数学理论尚未得到充分研究，还不能从给定的微分方程和辅助条件预测此方法

的成功率或失败率。但是，从目前已取得的效果看来，似乎可以肯定，PLK 方法将是工程

分析中的一种有用工具，即使它产生的结果有时不如期望的那么好。 
鉴于这些要点，我们对 PLK 方法的阐述将侧重于它的应用，而不是它的数学基础。实

际上，此法的数学合理性的证实还只局限于几种情形。另外，这种数学分析需要把方法系统

化、准则化，而如上所述，PLK 方法的特性就在于它的处理方法的灵活性。从应用的角度

看来，通过实例讨论此方法，优于用一般理论加以阐释。这就是下面的阐述的精神所在。 
作者愿借此机会感谢他在加州理工学院的同事们（特别是 A. Erdélyi 教授），作者与他

们进行过富有启发性的讨论，并得到了他们的批评性意见。作者对这个新的数学方法的兴趣

首先源自康奈尔大学的郭永怀教授的富于想象力的工作；然而，麻省理工学院的林家翘教授

曾就该方法的局限性问题提醒过作者。作者谨向他们致以诚挚的谢意。 
 

II. 常微分方程 
 

II.1. 一阶方程 
 

作为发端，我们首先研究 PLK 方法在常微分方程问题中的应用。即使对这种相对简单

的情形，解的收敛性的完整证明最近才由 Wasow [5]给出，而且仅仅针对于一类很简单的一

阶常微分方程，即 

（2.1）    ( ) ( ) ( ).dux u q x u r x
dx

ε+ + =  

其中假定 q(x)和 r(x)在原点 x=0附近是正则的。我们通常对求得 0x ≥ 处的解感兴趣。Lighthill
本人[2]首先按这里复述的方式对这个方程进行了研究，下文中就跟从 Lighthill，只进行启发

式的论述，想了解数学证明的读者，可参阅 Wasow 的著述。 
 
 
 

 
以方程（2.1）作为典型情形是因为经典的摄动法在 x＝0 附近不能给出有用的解，困难

当然在于，在（x，u）平面上的直线 x+εu=0 上方程有奇性。我们假定 ε是正的（若 ε为负，

则取－u 为因变量，可把方程化为含正 ε 的情形），于是，上述奇线如图 1 所示。在这条直

线上，因为－q(x) u+r(x)一般不为零，所以按照（2.1），du/dx 为无穷大。如果我们采用经典

的摄动法，对零阶近似来说，去掉了 du/dx 的系数中的 εu 项，奇性就移至 u 轴上。用经典

的摄动理论，在 u 轴上就给出 u(x)的无穷大的斜率。因此，若 u*为经典摄动理论的结果，

则 u*在 x＝0 附近一定大大地有别于 u，如图 1 所示，而且这种偏差不可能由高阶摄动来改

善。 
现在来看看用 PLK 方法能做些什么，令 

（2.2）    
(0) (1) 2 (2)

(1) 2 (2)

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) .

u u u u
x x x

ξ ε ξ ε ξ

ξ ε ξ ε ξ

= + + + ⋅⋅⋅

= + + + ⋅⋅⋅
 

图 1 在（x，u）平面上 ( ) ( ) ( )dux u q x u r x
dx

ε+ + = 的解的示意图 

（图中的文字：BRANCH POINT-分支点） 



把（2.2）代入（2.1），把每一项都展开成 ε的幂级数，我们有 

（2.3）    

( )(
)

(

( )

(1) 2 (2) (0) 2 (1) (0) (1)

2 (2) (1) 2 (2) (1)

2 (2) 2 (1)2 (1) 2 (2)

2 (1)2 (0) (1) 2 (2)

' '

' (1 ' ' ) '

1' '' ' '
2

1 '' .
2

x x u u u u

u x x r x r

x r x r q x q x q

x q u u u

ξ ε ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε

+ + + ⋅⋅⋅+ + + ⋅⋅⋅ +

⎡+ + ⋅⋅⋅ = + + + ⋅⋅⋅ +⎣

+ + + ⋅⋅⋅− + +

⎞ ⎤+ + ⋅⋅⋅ + + + ⋅⋅⋅⎟ ⎦⎠

 

其中撇号表示关于 ξ 求导，所有变量均为 ξ 的函数[例如，q＝q（ξ）]。令（2.3）两端与 ε
无关的项相等，我们得到零阶方程 

（2.4）    (0) (0)'( ) ( ) ( ) ( ).u q u rξ ξ ξ ξ ξ+ =  

于是当 0ξ → 时，
(0)u 与

(0) 'u 的系数之比为 O(1/ξ)，所以按照微分方程理论，ξ＝0 为该方

程的一个正则奇点。（2.4）的解为 

（2.5）    (0) ( ) exp exp ,qd r qdu d Cξ ξξ ξ
ξ ξ ξ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎛ ⎞
= − +⎨ ⎬ ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  

其中 C 为积分常数。现在，由于 q(ξ)在 ξ＝0 附近是正则的，故在 ξ＝0 处 q 的值是有限的，

比方说，等于 q0，于是有 

（2.6）    0exp ( ),qqd Rξ ξ ξ
ξ

=∫  

其中 ( )R ξ 为在 ξ＝0 处正则的函数。但 r(ξ)也在 ξ＝0 附近正则，因此（2.5）右端方括号中

的第一项为 0 ( )q Rξ ξ ，于是，当 0ξ → 时，我们有 

（2.7）    0(0) ( ) ( ) ( ),qu R Oξ ξ ξ −= +  

其中右端第二项给出了解的奇性部分的量级。如果 q0 为非正的整数，则上述结论要稍加修

正，在这种情况下，（2.5）右端方括号中的第一项含有一个 logξ项，因此有 

（2.8）    0(0)
0( ) ( ) ( log ), 0, 1, 2, .qu R O qξ ξ ξ ξ−= + = − − ⋅⋅⋅  

由（2.3）中 ε的系数导得如下的一阶方程： 

（2.9）    

(1) (0) (1)

(0) (0) (1) (0) (0)

1( ) exp [( ) '

( ' ' ') ']exp .

d qdu r qu x
d

qdr q u u x u u

ξξ
ξ ξ ξ

ξ
ξ

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

+ − − −

∫

∫
 

如果接着用经典的摄动法，则有
(1) 0x ≡ ，而且当 0ξ → 时，利用（2.7），由（2.9）可得 

（2.10）    0 0 01 2 1(1) (0) (0)( ) ( ) ( ') ( ) ( ) ( ).q q qu O O u u R O Oξ ξ ξ ξ ξ− − − − −= + = + +  



当 q0 为非正的整数时，此结论又要进行修正，利用（2.8）得 

（2.11）    0 1(1)
0( ) ( ) ( log ), 0, 1, 2, .qu R O qξ ξ ξ ξ− −= + = − ⋅⋅⋅  

我们将会看到，这种奇性的效应确实很坏。先考察正 q0 的情况，这时，按（2.10）， (1)u 最

坏的奇性是 02 1qξ − −
；而在原点 ξ＝ x＝ 0 附近，二阶项

(1)uε 与一阶项
(0)u 之比为

0 0 02 1 1/q q qεξ ξ εξ− − − − −= 。对小而有限的 ε，此比值当 0ξ → 时趋于无穷大，对高阶摄动，

这一态势继续保持，对给定的 ε，当 x＝ξ足够小的时候，u 的级数将是发散的。对于非正的

q0，（2.10）中的 0 1( )qO ξ − −
项比 02 1( )qO ξ − −

项坏，于是（2.10）和（2.11）都表明，
(1)uε 与

(0)u

之比为
-1εξ ，高阶摄动也显示类似的性态，u 的摄动级数在原点附近也是发散的。 

    PLK 方法的要点当然是利用
(1)x 的附加的自由度来控制

(1)u 的奇性。我们看到，这仅仅

需要使（2.9）右端方括号等于 0( ) ( )qR Oξ ξ −+ ，显然可通过适当选取
(1)x 来实现。实际上，

我们甚至可令右端方括号为零，在 I.2 节中确实已这样做了。然而，一般说来只要引入 ξ的

有限项升幂型的展开式就足矣。 0 0q < 与 0 0q > 的情形有所不同，我们先来处理 q0 为正的

情形。 
 

II.2. 0 0q > 的情形 

 

图 1 中画的就是这种情形。如（2.7）所示，u(0)(ξ)的奇性项为 0qAξ −
，其中 A 是一个由

解的边界条件确定的常数，所以（2.9）右端方括号中为害最甚的项为 

           0 0 01 2 1(1) (1) 2
0 0 0' .q q qq A x q A x A qξ ξ ξ− − − − −− + +  

假如对小的 ξ，我们要求有 

（2.12）    0(1)
0~ ( 1).qx A qξ −− +  

那么上面这几个项就可消除。做到此点后，对小的 ξ，有 02(1) ( ) ( )qu Oξ ξ −= 。高阶摄动分析

[2]导得类似的结果，当 0ξ → 时，我们有 

（2.13）    

0 0 0 0

0
0 0

2 3 42 3

2 32 3

0

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) .
1

q q q q

q
q q

u A O O O

Ax O O
q

ξ ε ξ ε ξ ε ξ

ξξ ε ε ξ ε ξ

− − − −

−
− −

= + + + + ⋅⋅⋅

⎛ ⎞
= + − + ⋅⋅⋅ + + + ⋅⋅⋅⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

我们暂时令 0A > ，这类解如图 1 所示。此时，在经典摄动理论中出现麻烦的点 x＝0 对应

于 91/ ( 1)qξ ε +≅ ，所以 u 和 x 的级数的相继的项在 x＝0 附近的比值为 91/ ( 1)qε +
，于是如果 ε



足够小，u 和 x 的级数是收敛的，经典摄动法的困难就此解决。通过控制 u(j)(ξ)和 x(j)(ξ)的奇

性，使得对于每个 j 它们有类似的奇性，如（2.13）所示，就这样，我们达到了上述目的。 
当然，当 0A < 时，也如图 1 所示，在 x＝0 之前，解有一个分支点，其位置可由 x+εu=0

来确定。于是，准确到一级近似，有 

             
0

0

0

0.
1

q
qA A

q
ξξ ε ε ξ

−
−− + ≅

+
 

所以，对有分支点的情形，有 

（2.14）    
( ) ( )0 01 1 1 1

0 0

0 0 0

1, 1 .
1 1

q q
Aq Aqx

q q q
ε εξ

+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

≅ − ≅ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

根据上一段中的论述，用 PLK 方法所得的解到分支点为止无疑很好。当 0A > 时，不存在

实数分支点。 
为了了解方法的细节，我们来考虑 Lighthill [2]研究过的如下方程： 

（2.15）    ( ) (2 ) 0dux u x u
dx

ε+ + + =  

及边界条件 

（2.16）    1(1) .u e−=   

令 ξ1 为 ξ在 x＝1 的值，则 ξ1 由下式确定： 

            (1) 2 (2)
1 1 11 ( ) ( ) ,x xξ ε ξ ε ξ= + + + ⋅⋅⋅  

或 

            (1) 2 (2)
1 1 11 ( ) ( ) .x xξ ε ξ ε ξ= − − + ⋅⋅⋅  

现在可把 ξ1的值代入上式中的
(1)

1( )x ξ 和
(2)

1( )x ξ ，然后把结果依 ε的幂次展开，所以有 

(1) (1) (1) 2 (2)
1

(1) 2 (2) (1) (1)

1 [ (1) (1) '(1)] (1)

1 (1) [ (1) (1) '(1)] .

x x x x

x x x x

ξ ε ε ε

ε ε

= − − − + ⋅⋅⋅

= − − − + ⋅⋅⋅
 

于是边界条件（2.10）可写成 

    1 (0) (0) (1) (1)(1) '(1) (1) (1)e u u x uε ε− = − + + ⋅⋅⋅  

或 

（2.17）    

(0) 1

(1) (0) (1)

(1)
(1) '(1) (1),

.

u e
u u x

−=

=
⋅⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

式（2.17）为转换成变量 ξ时的边界条件。 
现在，零阶方程为 

(0)
(0)(2 ) 0.du u

d
ξ ξ

ξ
+ + =  

利用边界条件（2.17），我们得到 



（2.18）    (0) 2( ) .u e ξξ ξ− −=  

根据（2.9），一阶方程为 

{ }

{ }

(1) 2 2 (1) 2 2 3 (1)

2 2 3 2

(1) (1) 2

1( ) (2 ) ' 2

2

1 2 2(2 ) ' 1 .

d u e e x e e e x
d

e e e e

x x e

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ

− − − − − − −

− − − − − −

− −

⎡ ⎤ ⎡= − + − − −⎣ ⎦ ⎣

⎤− − − ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

可以看到，若令 

(1) (1)
3

1 1' ,x x
ξ ξ

− =  

或 

(2.19)        (1)
2

1( ) ,
3

x ξ
ξ

= −  

u(1)的最坏的奇性就可以消除了。采用这个 x(1)，u(1)的方程化为 

(1) 2 (1) 2
3

3 4 3 4

1 2 2( ) ' 1

2 1 2 1 2 .
3

d u e x e
d

e

ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− −

−

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ = − − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞

= − − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

在边界条件（2.17）下，我们就解得 

(2.20)    
1(1) 2

3 2 4 3

2 1 1 1 2 1( ) .
3 3

u e e dξ ξ

ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
− − −⎡ ⎤⎛ ⎞

= + − +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

∫  

二阶方程为 

( ) ( ) ( )
{ } ( )

(2) (2) (1) (0) (1) (2) (1) (0)

(2) (0) (1) (1) (1) (1) (1) (0) (2) (0)

' 2 ' '

' (2 ) ' 2 .

u u x u u x u u

x u x u x u x u x u

ξ ξ

ξ ξ

+ + = − + − +

− − − + + − +
 

为了消除 u(2)的最坏的奇性，我们令 

(2.21)    
(2)

5

3 1
2

d x
d

ξ
ξ ξ ξ
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

        或         ( ) ( )2
4

3 1 .
10

x ξ
ξ

= −  

合并到此所得的结果，我们有 

(2.22)    

212 2
3 2 4 3 6

2 2

2 4 6

2 1 2 1
3 3

3 .
3 10

u e e e d O

x O

ξ ξ ξ

ξ

εξ ε ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ

ε ε εξ
ξ ξ ξ

− − − − −⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= + + − + +⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦
⎛ ⎞

= − − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
 

现经简单的计算可知，在 x＝0 处有 



(2.23)    
( )

( )

1 3 2 3

2 3 1 3

9
3 10 3

3 327 1 .

O

u O

ε εξ ε

ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

（*漏了一段：）对于当前这个方程，按照（2.18），当 0ξ → 时
(0) 21/u ξ∼ ，因此， A是正

数，不出现实数分支点。 

有些情况下，可以令头几个
( )jx 等于零而丝毫不影响解的有效性。例如，若

( )0 (0)

0
lim qA u
ξ

ξ ξ
→

= 恰好由于问题的边界条件而等于零，那么
(1)u 中最坏的奇性自动消失，

也就不需要引入
(1)x 了。一般说来，如果 j < i 时， ( )0 ( )

0
lim q ju
ξ

ξ ξ
→

=0，那么第一个非零的
( )jx

将是
( )ix 。 

II.3. 0oq = 的情形 

在这一情形，当 0ξ → 时
(0) ( )u ξ 有对数奇性： 

(2.24)    ( ) ( ) ( )0
0 log log .u r B Oξ ξ ξ ξ= + +  

令(2.9)右端方括号中奇性最严重的项等于零，我们得到 

( ) ( )
( )

[ ]
1

1 1
0

1 1' log .d xx x r B
d

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

⎛ ⎞
− = = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

于是有 

(2.25)    ( ) ( ) ( )1
0 0log .x r r Bξ ξ= − − +  

一般地说，当 0ξ → 时我们发现(参看[2]) 

(2.26)    ( ) ( )2 1logj ju O ξ+=          ( ) ( )2 1log .j jx O ξ−=  

因此，u 和 x 的级数的相继项之比具有 ε 2log ξ 的量级，而(2.25)表明，到一级近似， 

[ ]0 0log .x r r Bξ ε ξ≅ − + +  

所以 x＝0 对应于 logξ ε ε≅ ，由此可见，PLK 方法给出的级数的收敛半径约为
1 2logε ε− −

，

对于小 ε来说，这比 ε大多了。在 x+εu=0 处解出现分支点，即出现在
2 2

0 ( log )r Oξ ε ε ε= +

时，或即 

(2.27)    ( ) ( )3 3
0 0log log ,x r r B Oε ε ε ε ε= − − +  



时，对于小 ε来说，当 0 0r > 时，它是正实数；当 0 0r < 时，不出现实数分支点。 

II.4. 0 0q < 的情形 

当 q0 为负值时，零阶解
(0)u 在 ξ＝0 处实际上是有限的，我们会由此认为情况不会像前

两节所研究的 0 0q ≥ 时那样糟糕。然而，事实证明，这种想法是靠不住的，而 PLK 方法不

一定给出直到原点 x＝0 的收敛解。我们先来讨论较简单的 0 1q ≤ − 的情形。在 II.1 节中我们

已经证明，在经典的摄动理论中，
(1)u 里带来麻烦的项是(2.10)中的 0 1( )qO ξ − −

，它是(2.9)右

端中括号里的
(0) (0) 'u u 产生的。要去掉此项，只需要取 x(1)为一个非零的常数，其值由下式

确定： 

(2.28)    ( ) ( ) ( )1 0 0 0.x u− − =  

事实上，所有后继的 x(j)均可取为常数。因此 x 与 ξ 的差别在于一个依赖于 ε 的常数。为了

证明此点，方便的做法是从下列变换着手： 

(2.29)    , ,x u vξ α β= + = +  

其中 α和 β为待定常数。v 和 ξ满足的方程为 

( ){ } ( )( ) ( ).dvv q v r
d

ξ ε α εβ ξ α β ξ α
ξ

+ + + = − + + + +  

现在我们要求 ξ＝v＝0 时除了方程右端等于零之外 dv/dξ的系数也为零，通过这种方式来确

定 α和 β。于是点 ξ＝v＝0 实际上为结点，所以有 

(2.30)    0,α εβ+ =       ( ) ( ).q rα β α⋅ =  

从这组方程可确定 α和 β作为 ε的函数。而且，因为假定 q 和 r 为正则函数，α和 β可展开

成幂级数。 
现在，经变换的方程有如下形式： 

(2.31)    ( ) ( ) ( ) ,dvv q v r
d

ξ ε ξ ξ
ξ

+ + =        ( )0 0 0.r r= =  

令 0 (0) 1q q= ≤ − 。方程(2.31)可用经典的摄动法求解，且有 

(2.32)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 22 .v v v vξ ε ξ ε ξ= + + +"  

将 α展开为 ε的幂级数后可给出所有的 x(j)。零阶解为 

(2.33)    ( ) ( ) ( ) ( )00 exp exp log ,qq r qv d d d R O μξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

其中当 q0 为负整数时 μ为 1，否则为零。Lighthill 经分析指出，高阶摄动由下式给出： 



(2.34)    ( ) ( ) ( ) ( )0 log ,j q vjv R O μξ ξ ξ ξ ξ− += +  

其中当 q0＝－1 时 ν＝2，否则 ν＝1。于是，当 0ξ → 时 v 的级数(2.32)的相继项之比为

( log )O νε ξ ，这似乎表明上述级数关于 ξ的收敛半径为
1( const. / )O νε− ，换句话说，我们

的解有效的最小的 ξ 是 1( const. / )O νε− 。尽管它比 ε 的任何幂次都小，这仍然意味着点 ξ

＝0（即结点）不能达到。更糟糕的是，根据(2.29)，x 比 ξ值大 α，若 α为正，则我们的解

在 x 的从 x＝0 到稍大于 α值的范围里失效。当然，如果事实表明物理问题所要求的解不包

含上述招致麻烦的范围，那么 PLK 方法还是完全成功的。 

01 0q− < < 兼有 0 0q ≥ 情形和 0 1q ≤ − 情形的特性。对我们的分析来说，方便的做法

是再次应用变换(2.29)以及(2.30)。所以我们要考虑的方程具有(2.1)的形式，且有 r0＝0 和

01 0q− < < ，于是 u＝x＝0 为结点，这里需要用完整的双重展开(2.2)。Lighthill 证明了，当

0ξ → 时有 

(2.35)    ( ) ( ) ( )0 1logj q jx Oξ ξ ξ− −=    ( ) ( ) ( )0 log .j q ju Oξ ξ ξ−=  

我们的方法的实质还是控制
( ) ( )jx ξ 和

( ) ( )ju ξ 的奇性，具体做法是：对于每一 j，让两个函

数具有相类似的奇性。与 0 1q ≤ − 的情形一样，级数关于 ξ的收敛半径仍为
1( const. / )O νε−

的量级，点 ξ＝0 必须排除在外。然而，解的分支点通常在达到 ξ＝0 之前就已出现；物理问

题不要求招致麻烦的点附近的解，PLK 方法可给出令人满意的解。 
作为这一情形的一个例子，我们来考虑 Lighthill 研究过的方程 

(2.36)    ( ) 21 1
2

dwy w w y
dy

ε+ − = +  

边界条件为 

(2.37)    ( )1 1.w = −  

根据(2.30)中的第一个方程，所需要的预备性变换(2.29)可写成 

(2.38)    ,y x α= +     w u α
ε

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

于是由(2.30)中的第二个方程得到 

2 1 1 0,
2

α α
ε

− + =  

或者，因为当 0ε → 时 0α → ，故有 

(2.39)    2 31 1 1 16 2 8 .
4

α ε ε ε
ε
⎡ ⎤= − − = + +⎣ ⎦ "  

结果，方程变为 



(2.40)    ( ) 21 2 .
2

dux u u x x
dx

ε α+ − = +  

现在边界条件变成 

1u α
ε

= −     在 1 .x α= − 处 

利用展开式(2.2)，我们得到 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

0 0 1 12

20 1 2 0 12

1 1 2

1 8 1 ' 1 2 1 1

1' 1 2 ' 1 1 '' 1 2 1
2

' 1 2 1 1 .

u u x u

u x x u x

u x u

ε ε

ε

⎡ ⎤+ + = + − + +⎣ ⎦

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + +⎨ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

⎡ ⎤− + + +⎣ ⎦

"

""

 

于是转换后的边界条件为 

(2.41)    

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

1 0 1

22 1 1 0 1

0 1 2

1 1,

1 ' 1 2 1 ,

11 ' 1 2 1 '' 1 2 1
2

' 1 2 ' 1 1 ,

u

u u x

u u x u x

u x x

=

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤− −⎣ ⎦

 

零阶方程为 

(2.42)    
( )

( )
0

0 21 .
2

du u
d

ξ ξ
ξ

− =  

利用(2.41)给出的边界条件的第一式，可得上述方程的解 

(2.43)    ( ) ( )0 1 2 21 2 .
3 3

u ξ ξ ξ= +  

一阶方程为 

(2.44)    

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

1
1 0 1 0 12

0 0

1 1 ' 2 '
2 2

4 ' .

du u u x u x
d

u u

ξ ξ ξ
ξ

ξ

⎛ ⎞− = + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ −

 

为了去掉方程右端奇性最严重的项，我们令 

( ) ( )1 11 2
1 2

1 1' ,
3

x xξ
ξ

− =  

或 

(2.45)    ( )1 1 22 .
3

x ξ= −  

完整的解为 

( )

( )

1 2 2 1 2 3 2 3 2 1 2

1 2 2 1 2 3 1 2

1 2 21 13 168 log ,
3 3 5 9 45

2 42 log .
3 5

u O

x O

ξ ξ ε ξ ξ ξ ξ ε ξ ξ

ξ εξ ε ξ ε ξ ξ

⎛ ⎞= + + − + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − + +
 



我们可以利用(2.38)和(2.39)给出用 w 和 y 表示的解： 

(2.46)    ( )

( )

1 2 2 1 2 3 2 3

2

1 2 2 1 2 3

1 2 21 13 162 8
3 3 5 9 45

,

2 422 .
3 5

w

O

y O

ξ ξ ε ξ ξ ξ ξ

ε

ξ ε ξ ε ξ ε

⎛ ⎞= − + + + − + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+

⎛ ⎞= + − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

当然，事先不采用变换(2.38)也可以得到这个解。直接把 w 和 y 的双重展开式代入方程，也

给出相同的解。但是，采用预备性变换经常更方便一些。 

在 / 0du dξ = 的点，y 与 ξ的关系开始折转，我们就有了解的分支点，利用这一条件，

我们得知，在分支点上有 

(2.47)    
( )

( )

2 3 4

2 3 4

1 14 ,
9 5

1 142 .
9 5

O

y O

ξ ε ε ε

ε ε ε ε

= − +

= − + +
 

于是，分支点出现在解于 ξ＝0 处失效之前。 
 

II.5 要求采用边界层方法的方程 
 

应该记得，在前面讨论微分方程(2.1)时我们附加了条件：q(x)和 r(x)在 x＝0 处是正则的，

正因为 q(x)和 r(x)是正则的，当 x 按(2.2)的第二式被取代为 ξ时，我们可以把这两个函数展

开成关于 ε的一致有效幂级数。因为我们要求通过这种展开产生如(2.3)所示的逐阶的方程，

所以(2.1)中 q(x)和 r(x)的正则性对 PLK 方法的成功应用极其重要。如果 q(x)或 r(x)（甚或二

者）在 x＝0 处不是正则的，那么该方程就不能用 PLK 方法求解，而必须用某种不同的方法

（如边界层方法）来处理。 
这一见解得到了 Carrier[6,7]的研究结果的支持，例如，他发现如下的方程就不能用 PLK

方法求解： 

(2.48)    ( ) ( )2 3 22 .duz u u z z
dz

ε+ + = +  

倘若我们采用变换 z2=x，就立即可见，这是我们的正则性条件的必然后果。作了变换后，(2.48)
变成 

(2.49)    ( ) 1 1 .
22

dux u u x x
dx x

ε ⎛ ⎞+ + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

此方程现在有我们的标准形式，但 q(x)和 r(x) 在 x＝0 处不是正则的了，PLK 方法在本例中

一定失效。当然，有人会争辩说，我们可以对原方程(2.48)中的 z 展开，而不是对经变换的

方程(2.49)中的 x 展开。但这只不过是一种错觉，因为关于 z 或关于 x 的幂级数展开实际上

并无差别，若此方法对 x 形式失败了，对 z 形式也一定失败。 
 

II.6 二阶方程 
 

高阶方程若有正则奇点，且像以上各节讨论过的那样，零阶解在临界点有代数奇性或



对数奇性，则可用类似的方法来处理。方便的做法是：把这种高阶方程表示成一组联立的一

阶方程组。例如，方程 

(2.50)    ( ) ( ) ( )
2

2

dv d v dvx av q x S x v r x
dx dx dx

ε ε⎛ ⎞+ + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

可改写成 

(2.51)    ( ) ( ) ( ) ( ) , .du dvx u av q x u S x v r x u
dx dx

ε ε+ + + + = =  

现在，该方程的奇性出现在（x，u，v）空间中的平面 x+εu+εav=0 上。为了用 PLK 方法处

理此方程，我们把 x，u，v 代换成如下的展开式： 

(2.52)    

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 22

0 1 22

0 1 22

,

,

.

x x x

u u u u

v v v v

ξ ε ξ ε ξ

ξ ε ξ ε ξ

ξ ε ξ ε ξ

= + + +

= + + +

= + + +

"

"

"

 

于是由(2.51)的第二个方程得到 

(2.53)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 1 22 2' ' ' 1 ' 'v v v x xε ε ε ε⎡ ⎤+ + + = + + + ×⎣ ⎦" "  

                                  ( ) ( ) ( )0 1 22 .u u uε ε⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦"  

于是，零阶方程为 

(2.54)    
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
0 0

0 0 0, .du dvq u S v r u
d d

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

+ + = =  

当 0 0q > 时，当 ξ很小时，与
(0)u ）

相比，
(0)v 可以忽略，且当 0ξ → 时 0(0) ~ qu Aξ −

。量
(0)v

由(2.54)的第二个方程经由某种边界条件下的积分得到。当 0 0q ≥ 时，如 II.4 

节所述，
( )jx 仍可取为常数。但现在用类似于(2.30)的条件不能确定

( )jx ，因为对伴随 u，v， 

x 的三个偏移常数来说，只有两个条件，
( )jx 必须由微分方程和边界条件确定。如下的普遍

规则成立：在
(0) ( )u ξ ，

(1) ( )u ξ ，… ( 1) ( )ku ξ−
；

(0) ( )v ξ ，
(1) ( )v ξ ，… ( 1) ( )kv ξ−

；
(0) ( )x ξ ，

(1) ( )x ξ ，… ( 1) ( )kx ξ−
确定之后，通过要求 x+εu+εav 中 εk的系数为零，来确定

( )kx 。于是就

防止了因子
1ξ −
导致的

( )ku 和
( )kv 的奇性的逐阶增强。当 01 0q− < < 时，与 II.4 节讨论过的

做法类似，有必要将常数偏移与自变量展开结合起来。 
 
 
 
 
 

图 2 膨胀圆柱产生的柱面激波 
（图中字：SHOCK－激波；AT TIME t－在时刻 t） 



作为将 PLK 方法应用于二阶方程的例子，我们来解决由固体圆柱面从零半径开始在空

气中均匀膨胀所产生的柱面激波问题；假定空气是无粘绝热完全气体。这个例子也由

Lighthill[2]讨论过。我们用 r 表示离圆柱中心的距离；t 表示圆柱半径为零起算的时间（图 2）。
因为不存在基本的长度和时间，所以所有的速度和压力一定依赖于参数 r/t。若 a0为静止空

气中的音速，我们就可把速度势φ写成 

(2.55)    ( )2
0 ,a tf xφ =  

其中 x 为无量纲参数： 

(2.56)    0 .x r a t=  

令膨胀柱面的速度为 εa0，柱面由 x＝ε确定，激波位于 Ma0t，于是流动区域为 x Mε ≤ ≤ 。

因为激波有均匀强度，所以激波后的流动是绝热的，Bernoulli 方程成立，亦即，当地音速 a
由下式确定： 

(2.57)    ( )2 2 2
0

11 1 ' ' ,
2

a a f xf fγ⎡ ⎤⎛ ⎞= − − − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

其中，撇号代表关于 x 求导，γ为空气的比热比。 

速度势φ满足的方程为 

         
22 2 2

2 2
2 22 .a

t r r t r r
φ φ φ φ φφ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ = + + ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

用(2.55)中的 f 来表示，我们有 

(2.58)    ( ) ( )221 11 1 ' '' ' ' ''.
2

f xf f f f x f f
x

γ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤− − − + + = −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 

边界条件由如下要求来确定：（i）柱面上气体的速度等于柱面的运动速度；（ii）激波面上φ

是连续的，而静止空气中 0φ = ，因此激波上 0φ = ；（iii）激波速度与激波后的流体速度必

须满足 Rankine-Hugoniot 关系。用 f 来表达，我们得到如下三个边界条件： 

(2.59)    

( )
( )

( ) ( )

' ,

0,

1' 2 1 .

f

f M

f M M
M

ε ε

γ

=

=

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

因为对一个二阶方程有三个边界条件，我们应该找到一个 ε 与 M 的关系，或即柱面膨胀速

度与激波速度之间的关系。 
为了把问题以熟悉的形式来表述，我们令 

(2.60)    ' , .f u f v= =  

于是(2.58)变成 



(2.61)    

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

11 1 1 1
2

11 1 0,
2

.

dux xu v u
dx

u xu v u
x

dv u
dx

γ γ γ

γ

⎡ ⎤− + + − − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞+ + − − − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

=

 

于是，边界条件为 

(2.62)       
( ) ( ) ( )

( )

2 1, ,
1

0.

u u M M
M

v M

ε ε
γ

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

=

 

当 ε很小时，u 和 v 为小量，(2.61)近似成 

 (2.63)          
( )21 0,

.

du ux
dx x

dv u
dx

− + =

=
 

因此边界条件(2.62)下的解为 

(2.64)           

2
2

1

1 1, 1

,
x

u M
x

v udx

ε= − =

= ∫
 

它在 x＝1 处有奇性，对应于 q0＝－1/2，所以问题属于 01 0q− < < 的情形。对 1x > ，解(2.64)

不存在，而对精确解来说，M（激波速度与音速之比）必须大于 1。于是，很明显，需要采

用 PLK 方法。零级近似表明，我们应采用如下的展开式： 

(2.65)    

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 12 4

0 12 4

1 22 4

1 22 4

,

,

,

1 .

u u u

v v v

x x x

M M M

ε ξ ε ξ

ε ξ ε ξ

ξ ε ξ ε ξ

ε ε

= + +

= + +

= + + +

= + + +

"

"

"

"

 

其中
( ) ( )0u ξ 和

( ) ( )0v ξ 当然由(2.64)给出，或即 

(2.66)    

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
2

0 0

1

1 1,

.

u

v u d
ξ

ξ
ξ

ξ ξ ξ

= =

= ∫
 

现在因为奇性出现在 ξ＝1 处，(1－ξ)起前几节中 ξ 的作用。按照 01 0q− < < 情形的一般理

论，
(1)x ，

(2)x ，…的最重要的项为常数，尽管还要有
1 2(1 )ξ− 乘以 log(1－ξ)各次幂那样的



项，如(2.35)所示。(2.61)中 du/dx 前的因子里 ε2 的系数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 02 1 1 .x u vξ γ ξ γ− + + − −  

按照本节开首所述的一般规则，在奇点 ξ＝1 处上述和式应为零，但(2.66)表明，在 ξ＝1 处
(0)u

和
(0)v 为零，所以我们取 

(2.67)    ( )1 0.x =  

(1)x 取此值后，
(1)u 的方程成为 

(2.68)    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 0 0 02

0 0 0

11 ' 1 1 '

1 1 1 0.

u u u v u

u u v

ξ γ ξ γ
ξ

γ ξ γ
ξ

⎡ ⎤− + + + − −⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − − − =⎣ ⎦

 

若此方程中 1ξ → ，则得到 

(2.69)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0

1
1 1 lim ' 1.u u u

ξ
γ γ

→
⎡ ⎤= − + = +⎣ ⎦  

为了计算
(1) (1)v ，我们必须利用边界条件。令 ξ1 为对应于激波的 ξ值，则按照(2.62) 和(2.65)，

考虑到(2.67)，我们有 

(2.70)    

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

24
1 1

0 12 4
1 1

0 12 4
1 1

,

0,

2 1 .
1

x M

v v

u u M
M

ξ ε ξ

ε ξ ε ξ

ε ξ ε ξ
γ

+ + =

+ + =

⎛ ⎞+ + = −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

"

"

"

 

但是由(2.66)和(2.69)得知，当 1ξ → 时，
(0) (1)2(1 ), 1u uξ γ≅ − ≅ + ，于是(2.70)的第一、

三式变成 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

4
1

2 4
1

,

2 1 1 2 1 1 .
1

M O

M M
M

ξ ε

ε ξ ε γ
γ

= +

+
− = − + +

+

 

所以有 

(2.71)    ( )4
1 1 Oξ ε= −  

(2.72)    ( )41 .M O ε− =  

于是，根据(2.66)给出的
(0)v ，有 



(2.73)    ( ) ( ) ( )0 6
1 .v Oξ ε=  

因此，边界条件的第二式给出 

(2.74)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 02 2 6
10 0

1 lim lim 0.v v O
ε ε

ε ξ ε ε− −

→ →
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = =⎣ ⎦⎣ ⎦  

利用已经确定的值，在 ξ＝1 处，(2.61)中 du/dx 的系数里 ε4 的系数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

22 1 1 0

1

22

1lim 2 1 1 1
2

2 1 .

x u v u

x

ξ
ξ γ ξ γ γ

γ

→

⎡ ⎤− + + − − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

= − + +

 

按照上述一般原理，这个和式必须为零，所以有 

(2.75)    ( ) ( ) ( )( )22 1 1 1 log 1 .
2

x Oγ ξ ξ= + + − −  

因此，合并边界条件(2.70)的第一、三式，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

22 4 4 6

2

2 1 1 1 log

4 1 1 .
1

M O

M O M

ε ε γ ε γ ε ε

γ

− + + + + +

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦+

 

从中解出 M－1，我们最后得到 

(2.76)    ( ) ( )2 4 631 1 log .
8

M Oγ ε ε ε= + + +  

(2.76)式给出了所要求的 M 与 ε的关系式。应注意，这里仅用很少的实际计算步骤就得

到了这一结果，而 Lighthill 本人曾用另一种方法得到了同样的结果[8]，但经过相当繁复的

计算才成功。因此，新方法的威力得到了清晰的演示。 
 

II.7 非正则奇点 
 

现在我们考虑微分方程 

(2.77)    
2

2 , .d u duu f u
dx dx

ε ⎛ ⎞+ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

如果我们把 x 认定为时间，此方程描述了带小非线性项的电学系统或机械系统，这种系统经

常出现自激振动，其周期与 ε＝0 时的简谐振动周期 2π大不相同。这种自激振动周期解称为

系统的极限环，它实际上代表了 Poincaré 问题。如果我们采用经典的摄动法，将 u 替代为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 22 .u u x u x u xε ε= + + +"  

零阶方程为 

( )
( )

02
0

2 0.d u u
dx

+ =  

于是，x＝∞为这个微分方程的非正则奇点。我们可以取零阶解为 

( )0 sin .u A x=  

于是一阶方程为 



( ) ( ) ( )1 1'' sin , cos .u u f A x A x+ =  

对 ( )sin , cosf A x A x 作 Fourier 分析，我们有 

( ) ( )0
1

1sin , cos cos sin .
2 n nf A x A x a a nx b nx

∞

= + +∑  

我们现在可以容易地确定
( )1u 为 

( ) ( )1 0 1 1

2 2
2

sin cos
2 2 2

cos sin sin cos .
1 1

n n

a a bu x x x x x

a bnx nx B x C x
n n

∞

= + −

⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑

 

当 x →∞时，
( )1u 有如

ixxe 那样的性态，于是，点 x = ∞为摄动方程的奇点。高阶解具有同

样的一般特性，摄动级数当 x →∞时发散。 
为了用 PLK 方法处理这一问题，我们把(2.2)代入(2.77)，就有 

(2.78)    

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(

( ) ( )

( )

0 1 22

21 22

0 1 2 1 22 2

31 22

0 1 2 0 12

0 1

1

'' '' ''

1 ' '

' ' ' '' ''

1 ' '

,

' ' .
1 '

u u u

x x

u u u x x

x x

u u u f u u

u u
x

ε ε

ε ε

ε ε ε ε

ε ε

ε ε ε ε

ε
ε

+ + +

+ + +

+ + + + +
−

+ + +

+ + + + = + +

⎞+ +
⎟⎟+ + ⎠

"

"

" "

"

" "

"
"

 

除了用 ξ取代了 x 以外，其零阶解的形式与经典的摄动法给出的相同。于是有 

(2.79)    ( ) ( )0 sin .u Aξ ξ=  

但是现在的一阶解为 

(2.80)    

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
0 1 1

1

2

1'' cos sin 2 'sin
2

''cos cos sin .n n

u u a a b Ax

Ax a n b n

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
∞

+ = + + −

+ + +∑
 

(2.80)式右端导致麻烦的项与 sin ξ和 cos ξ相关，若令 

(2.81)    ( ) ( )1 11 , '' 0.
2
bx x
A
ξ= =  

可以消除掉 sin ξ项。因为从
( )1x 得不到任何帮助，我们令 a1＝0，以消除 cos ξ项，换句话

说，令 



(2.82)    ( )
2

0
sin , cos cos 0.f A A d

π
ξ ξ ξ ξ =∫  

此式实际上确定了振动的振幅 A。这一自激振动或极限环的周期是当 ξ 改变了 2π 时 x 的改

变值，这是因为现在
( ) ( )0u ξ 和

( ) ( )1u ξ 的周期为 2π。于是，根据(2.81)，周期为 

(2.83)    
( )

( ) ( )

21

2 2

0

2 1
2

2 sin , cos sin .

b O
A

f A A d O
A

π

επ ε

επ ξ ξ ξ ξ ε

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

= + +∫
 

Poincaré 已证明[1]，这一过程可以拓展到高阶，其中每一
( ) ( )jx ξ 都正比于 ξ。于是，

可以算出极限环的周期，表示为如(1.2)所示的 ε的幂级数。 
 

II.8 组合方法；粘性气体的汇流 
 

在以上各节中，除了 II.5 节之外，我们已经指出，对于用传统的摄动法不能求解的问

题，如何用 PLK 方法求得一致有效的解。然而，到此为止所讨论的微分方程的类型还是相

当有限的。有些方程不存在 II.5 节那种限制，但用 PLK 仍给不出在整个感兴趣的区域内一

致有效的解。在此法失效之处，我们必须求助于其它解法。人们经常发现，采用“边界层方

法”，在发生困难的区域引进形如 uμε 和 xνε 的新变量，可提供正确的解。而在发生困难的

区域之外，PLK 方法仍然有效。因此对于这类问题，要给出完整的解，需要几种方法的组

合。我们通过研究粘性导热气体的源汇流来演示这种技巧。我们的讨论沿袭 Wu（吴耀祖）

的工作[9]。 
 
 
 
 

这里我们关注的是二维轴对称定常流动（图 3）。唯一的自变量是从原点起算的径向距

离 r，而径向速度是唯一的速度分量 u，对于汇流来说，u 总是负的。令远离原点的速度是

亚音速的，且在 r →∞时为零。我们对当地 Mach 数几乎为 1 的流动区域感兴趣，因为那

里速度梯度很大，流体的粘性效应已不可忽略。 

(2.84)    ( ) ( )2 12 ' 2 ,
3

du dp d du d d uu ru
dr dr dr dr r dr dr r

ρ μ μ μ μ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − + + − + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 

令 , , , , ', , , ,p vp T R C Cρ μ μ λ 分别表示压力、密度、绝对温度、剪切粘性系数、体积

粘性系数、导热率、气体常数、定压比热和定容比热。于是，动量方程为 

(2.85)    

( )

2

2 2 2

2

2 1' .
3 2

p
d uur C T
dr

d dT du du ur
dr dr dr dr r

ρ

λ μ μ μ

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= + + − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 

图 3 可压缩汇流 
（图中字：”SONIC” SECTION－“音速”段； STREAMLINE－流线）



若 m 为汇的强度，则连续性方程很简单，就是 

(2.86)    2 .ur mπρ = −  

假定气体是完全气体，其状态方程为 

(2.87)    .p R Tρ=  

方便的做法是定义如下的无量纲变量： 

(2.88)    
( )2

1 1 1 1

1 1 1 1

, , ,
, , , ' ' '

r r r w u a T T a a
p p p

θ
ρ ρ ρ μ μ μ μ μ μ

= = − = =

= = = =
 

其中，带下标 1 的量为设定的量，对应于无粘无热传导气体 Mach 数为 1 的状况；比热比 γ
始终假设为常数。在 r＝r1 处的音速由下式给定： 

(2.89)    2 2
1 1 1 ,a pγ ρ=       1 1 12 .a r mπρ =  

所以连续性方程就变成 

(2.90)    1.wrρ =  

对汇流来说，w 为正。状态方程(2.87)成为 

(2.91)    .p ρθ=  

我们通过以下两式引入参数 k： 

(2.92)    ' 3kμ μ μ− =  

和 Reynolds 数 

(2.93)    
1

Re .
2

m
π μ

=  

动量方程(2.84)的无量纲形式成为 

(2.94)    ( )1 1 2 1 .
Re

dw dp d dw d d wk rw
r dr dr dr dr r dr dr r

μ μ μ
γ

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − − + +⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎩ ⎭
 

利用(2.90)，能量方程可以积分一次，积分常数这样选定：在 r = ∞处，无粘无热传导的极

限情形为等熵流动。于是有 

(2.95)    
( )

( )

2 2 21 1 1 2
2 1 Re 1

1 ,
2 1

w d dw wr k k
dr dr r

θ θμ
γ σ γ

γ
γ

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎣ ⎦

+
=

−

 

其中 σ为 Prandtl 数 

(2.96)    .pC μ
σ

λ
=  

现在可利用(2.90)和(2.91)消去压力 p 。采用新自变量 η 



(2.97)    log .rη =  

可使结果的表述更加方便。于是最后得到两个未知量 w 和 θ的方程： 

(2.98)    

( ) ( )
2

2

1

2 1 1
Re

dw d
d d w w

d w dw dk w k kw
d d d

θ θ
η γ η

μμ
η η η

⎡ ⎤⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎪ ⎪= − + − + + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎝ ⎠⎩ ⎭

 

 

(2.99)    
( )

( )

2 1 2
21 1 2

2 1 Re 1
1 .

2 1

w d dwk kw
d d

θ σ θμ
γ γ η η

γ
γ

−⎡ ⎤
+ + + + +⎢ ⎥− −⎣ ⎦

+
=

−

 

我们想求的解是：在小粘性（或即高 Reynolds 数）下当径向距离很大时趋于无粘亚音速解

的解，于是当η →∞时有： 0, ( 1) / 2w θ γ= = + 。方程的临界点在 η＝0 处，那里，无粘

解的当地 Mach 数为 1。 
为了避免不必要的复杂计算，我们假设粘性系数与温度无关，因此有 

(2.100)    1.μ =  

现在可引入我们的问题的小参数 ε： 

(2.101)    ( )4 11 .
1 Re

kγε
γ

= +
+

 

于是，基本方程组变成 

(2.102)    
2

2 2
2

1 1
2

dw d dw d ww w w w w
d d d d

θ γθ θ ε
η γ η η γ η

⎛ ⎞⎡ ⎤ +
+ − − = − −⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 

 

(2.103)    
( ) ( ) ( )

2
21 1 11 1

2 4 1

1,
2

d dwb w
k d d

γ γ θθ ε ε γ
γ σ η η

γ

⎡ ⎤− +
+ + + + −⎢ ⎥+⎣ ⎦

+
=

 

其中 b 为常数： 

(2.104)    
1 .

1
kb

k
γ
γ
+

=
+

 

我们发现，用 w 做自变量很方便。于是根据 PLK 方法，取展开式 

(2.105)    

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 22

0 1 22

0 1 22

,

,

.

w w wξ ε ξ ε ξ

η η ξ εη ξ ε η ξ

θ θ ξ εθ ξ ε θ ξ

= + + +

= + + +

= + + +

"

"

"

 



把(2.105)代入(2.102)和(2.103)，我们得到如下形式的零阶方程： 

(2.106)    

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

02 20 0 02

0 02

1 ' ' 0.

1 1 ' 0.
2 2

d
d

ξ θξ ξθ η η
γ ξ ξ γ

γ γθ ξ η

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ + − ⎤⎛ ⎞− − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

其中撇号仍表示关于 ξ求导。量
(0) 'η 一般不为零，于是由(2.106)得到零阶解 

(2.107)    

( )

( )

0 2

0 2

1 1
2 2

1 1 1log log ,
1 2 2

γ γθ ξ

γ γη ξ ξ
γ

+ −
= −

+ −
= − − −

−

 

这里，积分常数这样选择：当 ξ＝w 时，
( )0θ 和

( )0η 代表无粘解。 

现在一阶方程为 

(2.108)    ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 2

2

11 11
2 2 1

w b
ξ βξγ γθ γ ξ ξ α

ξ

−− +
+ − = − +

−
 

(2.109)    

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

0 0 120 1 12 2

0 1 1 0 0 1

30 02

1' 2 '

1 ' '

1 '' ' ,
2

dw w
d

w

θ θ θη ξ ξ ξ
γ γ γ ξ ξ

η ξθ θ ξθ η
γ

γ ξ η ξ η
γ

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩
⎫⎡ ⎤− + + ⎬⎣ ⎦⎭

+ ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

其中 α和 β为积分常数，由下式确定： 

(2.110)    
( )

1 1 11 , .
2 1 1k

γ γα β
γ σ γ

⎡ ⎤− −
= − =⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

 

(2.108)和(2.109)为求解三个未知量
( )1θ ，

( )1w 和
( )1η 的两个方程，这一自由度可用来控制解

的奇性。实际上，将零阶解(2.107)代入(2.109)，我们发现，后一方程化为 

(2.111)    

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )

( )

( )
( )

0 1 1
2 22

22

2

2' 1
11

1 1 1

1

1 2
.

1 1

d w
d

b b b

ξ ξη η α γ
ξ ξξ

β β ξ β β α
ββ βξ

α β ξ
β βξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤− = − +⎣ ⎦ ⎢ ⎥−−⎣ ⎦

− − ⎡ −
+ + − −⎢

⎣−

+ ⎤
− ⎥− −⎦

 



PLK 方法的原理是选择
( )1w ，使得

( )1w 与
( )1η 有相同的奇性。这一要求将(2.111)恰当地分解

为如下的两个方程： 

(2.112)    

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

0 1
22

2

1 1
'

1

1 1 2
1 1

bd w
d

b
b

β β ξη
ξ β βξ

β α β ξβ α
β β βξ

− −⎡ ⎤ =⎣ ⎦ −

− +⎡ ⎤
+ − − −⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

(2.113)    
( )

( )
( ) ( )

1

2 22

21 .
11

d
d
η ξ γξα
ξ ξξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − − +
⎢ ⎥−−⎣ ⎦

 

上述方程的解是 

(2.114)    ( ) ( ) ( )2
1 2

2 2

1 1 1log
1 1 2 2

w A B
ξ βξξ γ γξ ξ

ξ ξ

− + −
= − − −

− −
 

(2.115)    ( ) ( ) ( )1 2
2

11 log 1 ,
1 2

γη ξ α ξ
ξ

⎡ ⎤
= − − + −⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

其中， 

(2.116)    

( )( )

( ) ( ) ( )

2

1 1
2
1 1 21 .

2 1

b
A

b
B b

β β
β

β α β
β α

β β β

− −
=

− +⎡ ⎤
= − − −⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

在(2.114)和(2.115)给出的结果中已令积分常数为零。当然，我们可以保留这两个积分常数，

把它们看作解的两个自由参数，由施加某些边界条件来确定。这里，当 r →∞时的自然边

界条件都是满足的。然而，比如说，还存在“内”边界 0r r= 上压力、应力和热流率的条件。

这些内边界条件就可用来确定这两个积分常数。令积分常数为零，就把解固定为许多可能的

解中的一个特解。 
Wu[9]经过进一步计算得到了如下终解： 

(2.117)    

( ) ( )2

2 2

2
2

2

1
1 1

1 1log ,
2 2 1

w A B

O

ξ βξξξ ξ ε
ξ ξ

γ γ εξ
ξ

⎡ −
⎢= − + ×

− −⎢⎣
⎛ ⎞+ − ⎤

− + ⎜ ⎟⎥ −⎦ ⎝ ⎠

 



(2.118)    

( )

( )

( )( )
( ) ( ) ( )

2

2
2

2 3
2

4 3 72 2 2

1 1 1log log
1 2 2

11 log 1
1 2

2 1 1
, ,

1 1 1
O

γ γη ξ ξ ξ
γ

γε α ξ
ξ

β α ε εε
ξ ξ ξ

⎡ ⎤+ −
= − + −⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎡ ⎤
− − + −⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎛ ⎞− − ⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 

(2.119)    

( ) ( )

( )

( )
( )

2
2

2

2 2
2

2

2 2 2
2

22 2

1 1 1
2 2 1

1 1 1log
1 2 2

11 .
2 2 1 1

A

B

b O

γ γ ξθ ξ ξ ε γ
ξ

ξ βξ γ γ ξ
ξ

ξ βξ εξ α
β ξ ξ

⎡+ −⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎢ −⎝ ⎠ ⎣

− + −
+ −

−

⎛ ⎞⎤− ⎜ ⎟⎥− + +
⎜ ⎟− ⎥ −⎦ ⎝ ⎠

 

当 0ξ → 时，我们有 0, , ( 1) / 2w η θ γ= →∞ = − ，因此，(2.118)和(2.119)代表我们的亚音

速汇流问题的正确的解。 

(2.118)式表明：对于
1/31ξ κε= − （κ为量级为 1 的常数），相继的那组项的量级都是相

同的，即为
2/3( )O ε 。如果 ξ 继续趋近于 1，高阶项变得比低阶项更加重要，η 的级数实际

上是发散的，所以尽管用了 PLK 方法，超过了
1/31ξ κε= − ，我们还是不能得到一致有效解。

采用其它方法分解原方程(2.111)也不能改变 ξ的允许值的这个自然的极限。事实上，我们可

以放弃 PLK 方法，试用经典的摄动法，亦即，令 

(2.120)    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 22

0 1 22

,

.

w w w

w w w

η η εη ε η

θ θ εθ ε θ

= + + +

= + + +

"

"
 

现在，解的受限范围仍出现在 η 的级数中，且实际上与前面的限制相同。反对采用展开式

(2.120)的一个理由是：现在
(1) ( )wη 在

1/ 2w β −= （对应于亚音速流速）处有虚假的奇性。所

以从解的普遍性角度看来，PLK 方法确实更好一些。而且，如果求解推进到更高阶，使用

可以一定程度控制奇性的方法，总是安全一些。 

为了继续求得超过极限
1/31ξ κε= − 的解，我们必须采用“边界层方法”。迄今所得的解

给出了必要的连接条件。令
1/32 /( 1)κ γ= + ，我们发现 η的级数迅速地收敛，(2.118)中以显

式给出的项用于数值计算已足够了。事实上，对于 1/ 3k = − （对应于 ' 0, 3 / 4μ σ= = ，且

意味着 α＝0），我们有 



(2.121)  

( )

( )
( )

1 3 2 3

1 3

2 3

1 3

1.766 1

0.478 0.17
1

1

dw
d

O

η γ ε

ε
η γ

θ ε

−

⎫= + ⎪
⎪⎪= − + ⎬

+ ⎪
⎪

= + ⎪⎭

( )
1 3

1 3 2 3at 1 2 1.75 1 .
1

w ε γ ε
γ

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

边界层方法要求对自变量进行修正，用于修正的因子依赖于 ε，同时展开因变量。PLK 方法

的结果自然地表明，新自变量 ζ应定义为 

(2.122)    2 3 .η ε ζ=  

因此，w 和 θ展开成 

(2.123)    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 31 3 2 3

1 2 31 3 2 3

1 ,

1 .

w ε ω ζ ε ω ζ εω ζ

θ ε ϑ ζ ε ϑ ζ εϑ ζ

= + + + +

= + + + +

"

"
 

令 α＝0，与(2.121)相一致，将(2.122)和(2.123)代入原方程组(2.102)和(2.103)，得到一阶方程 

(2.124)    
( )

( )
( )

( )
1 12

1
2 2 1d d

d d
ω ωω β
ζ ζ

+ = −  

和 

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 .ϑ ζ γ ω ζ= − −  

二阶方程为 

(2.125)    

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 31 2 1 1
2

2 2 1 2

2 1 ,

11 .
2

d d d
d d d
ω ω ω ω β ω
ζ ζ ζ

ϑ ζ γ ω ζ ω ζ

+ = − +

⎡ ⎤= − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

这些方程的边界条件可由连接条件(2.121)得到。于是在
1/31.766( 1)ζ γ− + 处有 

(2.126)    

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

1
1 3 2 31

2
1 32

2 1 , 0.478 1 ,

1.75 1 , 0.17.

d
d

d
d

ωω γ γ
ζ

ωω γ
ζ

= − + = − +

= + =

 

我们现在已经完成边界层问题的表述。Wu 对
(1)ω 进行了数值计算，我们这里将不叙述

相关细节，但本文已进行的讨论可用于显示：在处理物理问题时，若单用 PLK 方法不足以

奏效，就要采用 PLK 方法与边界层方法相结合的途径。 
 

III. 双曲型偏微分方程 
 

III.1 推广到双曲型方程 



在本节中我们会发现，II.1~II.4 里对常微分方程提出的处理步骤可以很容易地推广到二

元双曲型偏微分方程。此前，我们关心的是零阶方程的正则奇点（x＝0）附近的解，采用

PLK 方法的目的在于使得摄动解直到这一奇点还收敛。对于双曲型偏微分方程来说，奇点

取代为整条线——奇的特征线，其附近经典的摄动法无法给出有用的解。奇线一定是特征线

这一点可以这么来看：我们引进曲线坐标系（x，y），使得有奇性的线用 x＝0 来表示，在这

条线上零阶解
(0)v 有代数奇性或对数奇性，与前面讨论过的十分相像，这种情况意味着，当

0x → 时，零阶方程中
2 (0) 2/v x∂ ∂ 的系数趋于零，而其它二阶导数的系数保持为有限。换

句话说，在 x＝0 附近，零阶微分方程有如下形式： 

(3.1)    
( ) ( ) ( )0 0 02 2 2

2 2

v v vx B C
x x y y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
含一阶导数的项， 

其中 B 和 C 在 x＝0 处不为零。dx 和 dy 沿着特征线的变化由下式确定： 

(3.2)    ( ) ( )( ) ( )2 2 0.x dy B dx dy C dx− + =  

由(3.2)可知，在 x＝0 处 dx＝0，因此特征线确实为直线 x＝0。 
我们现在还要指出，任何双曲型方程将给出形如(3.1)的零阶方程，因此经典的摄动法

在对应于 x＝0 的特征线上遭遇困难。我们把零阶方程用特征坐标 μ和 ν写成正规形式，亦

即， 

(3.3)    
( )02v

μ ν
∂

=
∂ ∂

与二阶导数无关的项。 

倘若引进坐标变换 

(3.4)    ( ), , ,x y yμν μ ν= =  

则有 

         

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 02

0 0 0 02 2 2 2

2 2

02

0 0 0 02 2 2 2

2 2

v v x v y v
v x y

x x v x y v y y v x v
x x y y x

y v
y

v y v y y v v yx
x x y y x

μ ν μ μ ν ν

μ ν ν μ μ ν μ ν

μ ν

μ
μ μ ν

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂
+
∂ ∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

( )0

.v
yμ ν

∂
∂ ∂ ∂

 

因此，把方程(3.3)用自变量 x 和 y 写出，我们就得到形如(3.1)的方程。所以，（应用摄动法

之前的）原来的准确的方程一定具有如下形式： 



(3.5)    
2

1 2

2

2

,

, , , , , ,

terms in , , , , , , , .

v u
x

v u v ux p x y v u
y y y x

v u vx y u v
y y y

ε

ε

∂
=

∂
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

"  

当 ε＝0 时，(3.5)的第二个方程右端关于 x，y 的导数是线性的，这一形式与 II.1 中的基本方

程(2.1)非常类似，于是促使我们采用相同的方法，为了处理(3.5)，我们引进 

(3.6)    

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1

0 1

1 2 2

, , ,

, , ,

, , ,
.

u u u

v v v

x x x
y

ξ η ε ξ η

ξ η ε ξ η

ξ ε ξ η ε ξ η
η

= + +

= + +

= + + +

=

"

"

"
 

这里没有把变量 y 展开，原因是摄动解遭遇困难与变量 x 有关而与 y 无关。我们通过分析一

个例子来看看 PLK 方法对现在的情况如何发挥作用。 
我们考虑如下方程： 

(3.7)    

u v uu
y y x
v u
x

ε
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂

=
∂

 

为了利用(3.6)中的展开式，我们先得计算 / x∂ ∂ 和 / y∂ ∂ ：  

(3.8)    , .
x x x y y y

η ξ η ξ
η ξ η ξ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

但是由(3.6)的最后一式立即可得 

(3.9)    0, 1.
x y
η η∂ ∂
= =

∂ ∂
 

将对 x 的展开式关于 y 和 x 求导，利用(3.9)，就得到 

(3.10)    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2
2 2

1 2
2

0 1 ,

1 1 .

x x x x
y

x x
x

ξ ε ε ε ε
ξ ξ η η

ξ ε ε
ξ ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

" "

"

 

从(3.10)解得 / xξ∂ ∂ 的 / yξ∂ ∂ ，将结果代入(3.8)，我们有 



(3.11)    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2
2

1 2
2

1 2
2

1 ,
1

.
1

x x x

x x

y x x

ξ
ε ε

ξ ξ

ε ε
η η

η ξ
ε ε

ξ ξ

∂ ∂
=

∂ ∂∂ ∂
+ + +

∂ ∂

∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂∂ ∂= −
∂ ∂ ∂∂ ∂

+ + +
∂ ∂

"

"

"

 

于是原方程(3.7)就可写成 

(3.12)    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 0 1
2

1 2 0 1
2

0 1 0 1
0 12

1 2 0 1
2

1 2
2

1

1

x x u u

x x u u

u u v vu u

x x v v

x x

ε ε ε
ξ ξ η η

ε ε ε
η η ξ ξ

ε ε ε ε
ξ ξ η η

ε ε ε
η η ξ ξ

ε ε
ξ ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂

− + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡∂ ∂ ∂ ∂

= + + × + + + + +⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣
⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠−
∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ⎦

" "

" "

" " "

" "

"
.
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

和 

(3.13)    

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 1

1 2
0 121 .

v v

x x u u

ε
ξ ξ

ε ε ε
ξ ξ

⎡ ⎤∂ ∂
+ +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂ ⎡ ⎤= + + + + +⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂⎣ ⎦

"

" "

 

于是，零阶方程为 

(3.14)    

( )

( )
( )

0

0
0

0,

.

u

v u

η

ξ

∂
=

∂

∂
=

∂

 

其解为 

(3.15)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, .u u v u d Fξ ξ ξ η= = +∫  

利用(3.14)，就导得一阶方程 

(3.16)    

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

1 0 1 0
0

1 1
0 1

,

.

u u x vu

v x u u

η ξ η η

ξ ξ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∂ ∂
= +

∂ ∂

 



现在如果初始条件要求 

(3.17)    ( ) 00 qu Aξ −∼ ， 

式中 0 0q > ，那么(3.16)右端方括号中最坏的项是
(0)u 。然而，此项可以这样把它消除掉：

对于 0ξ → ，令 

(3.18)    
( )

( )0 0

1
1or .q qx A x Aξ ηξ

η
− −∂

= − = −
∂

 

做到此点后，对于 0ξ → ，
(0)u 的奇性不会比 02( )qO ξ −

坏，这时，(3.6)的第二个方程表明，

(0)v 的量级也是 02( )qO ξ −
。所以，这里的展开式的性态与 II.3 节中讨论的常微分方程情形毫

无二致。对于固定的 η，级数具有与(2.3)相同的特性，于是跟常微分方程一样，PLK 方法足

以求得知道 x＝0 处的有效的摄动解。这时，x＝0 附近的一级近似地为 

(3.19)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 0, , .qu u x A v u d Fξ ξ ε ηξ ξ ξ η−= = − = +∫  

因此，如果 0Aη < ，则在 / 0x ξ∂ ∂ = 处，或即当 

(3.20)    ( ) ( ) ( ) ( )0 01 1 1 1
0 0

0

1, 1 .q qA q x A q
q

ξ ε η ε η+ +⎛ ⎞
= − = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

时存在一条实的分支线。 
如果初始条件使得在 ξ＝0 处有 

(3.21)    ( ) ( ) ( ) ( ) 00 0 0 qu u Aξ ξ −= + ， 

式中 0 1q ≤ − ，那么 ξ＝0 附近的
(0)u 值表示为

(0) (0)u ，
(0)v 值表示为

(0) (0, )v η 。为了使得
(1)u

的奇性与
(0)u 相同，我们必须令 

(3.22)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 00 0, .x u vη η= − −  

但是如果(3.21)中的 0q 满足 01 0q− < < ，为了达到同样的目的，要求 

(3.23)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01 0 00 0, .qx u A vη ξ η−⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦  

上面的例子表明，这里所用的技巧和所得的结果与对 II.1 中的常微分方程情形十分相

似。然而有一个本质的区别：常微分方程的奇点固定在 x＝0 点， 0q 的值由方程本身显式地

给出，而我们的方程(3.7)给不出这种显式的信息。事实上，所谓奇性可出现在任意的 x 处，

而 0q 仅由初始条件确定，否则无从知道。对于 ξ 的不同的值，零阶解可有上面讨论的任一

种性质。所以，通过集中于个别的点 ξ的讨论，尽管有利于理解我们的处理可推广到双曲型



方程这一点，但对全面描述解的性态并非有效。为了深入了解有关情况，我们先来弄清楚：

经典摄动级数的非一致有效性源于(3.7)的第一个方程右端的项。事实上，从(3.16)可见，最

有害的项是 /u x∂ ∂ 或
2 2/v x∂ ∂ ，仅仅出现该项是因为方程(3.7)中的自变量是零阶方程的特

征变量，而不是准确的原方程的特征变量。如果 ξ，η 是准确的特征变量，则方程的标准形

式为 

(3.24)    
2v

ξ η
∂

=
∂ ∂

与二阶导数无关的项， 

经典的摄动法就管用了。于是现在的问题是用准确的特征线取代零阶方程的特征线。我们会

看到，这正是现在的情况下采用 PLK 方法力图完成的事项。 
方程组(3.7)可写成单个二阶方程的形式： 

(3.25)    
2 2

2 0.v v v v
x y x y x

ε
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

所以 dx 和 dy 沿一条准确的特征线的变化满足如下关系： 

        ( )( ) ( )2 0.v vdx dy dy
x y

ε
⎛ ⎞∂ ∂

− − + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

因此，若用 ξ和 η表示准确的特征变量，则有 

        
,

,

v vd dx dy
x y

d dy

ξ ε

η

⎛ ⎞∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
=

 

或即 

(3.26)    
,

,

v vx dy
x y

y

ξ ε

η

⎛ ⎞∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
=

∫  

其中积分沿 ξ 为常数的线进行。(3.26)可写成符合于(3.6)的那种形式。例如，到一阶精度，

我们有 

(3.27)    
( ) ( )0 0

,v vx d yξ ε η η
ξ η

⎛ ⎞∂ ∂
= − + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫  

这正是前面(3.18)、(3.22)和(3.23)给出的结果。因此，对于本问题来说，用 PLK 方法引进的

(3.6)中的自变量 ξ和 η的只不过是双曲型方程的准确的特征参数，这一事实的数学涵义将在

III.5 节中讨论。 
 

III.2. 远离点源的行进波 
 

本节讨论将经典的摄动法应用于双曲型偏微分方程遇到的另一种困难，其物理特性与

上节所述的相当不同。所研究的问题源自行进波（有时称为简单波）的自然扩展——它行进

了远大于其宽度的长距离后如何扩展。这种行进波可用双曲型方程来描述，方程近似地为线

性的，但其准确形式是拟线性的，即二阶导数的系数是未知量的低阶导数的函数。所以，若



（x，y）是线性化近似方程的特征坐标，其完整的方程可写成如下形式： 

(3.28)    
2 2 2 2

2 2 ,v v v vF A B C D
x y x x y y
∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

其中，F 关于 v、 /v x∂ ∂ 和 /v y∂ ∂ 是线性的，而 A、B、C 至少关于 v、 /v x∂ ∂ 和 /v y∂ ∂ 是

线性的，但可能是高阶的，D 至少是二阶的。当波动很弱时，(3.28)右端可以忽略，我们有

近似方程 

(3.29)    
2

0,v F
x y
∂

+ =
∂ ∂

 

这表明，x 和 y 确实是线性化方程的特征变量。对于在 r 方向以常速度 0a 传播的波，x 和 y

为 0a t r− 和 0a t r+ 。 

现在，如果当 x →∞时 0F → ，那么，乍一看来，人们会从(3.29)得到结论：v 将沿

着特征线 y＝const.不变地传播。但这个结论实际上时错误的，因为沿着 y＝const.，到此为

止忽略掉的(3.28)右端的有些项可能有不变的符号，沿着 y 积分到很大的 x 之处，可能产生

累积效应，这种效应比所考虑的 F 的效应重要得多。因此，这些非线性项尽管当 x 很小时

可以忽略，却在 x 很大时对物理现象的正确描述至关重要。Hayes[10]强调过远离波源处波

传播的这种累积效应，并以此作为他提出的拟跨音速相似律的基础。 
为了更细致地了解这一效应，我们假定：当 x →∞而 y=O(1)时所对应的行进波的 F 由

下式给定： 

(3.30)    2 2

1 1 1 .v n vF O O vO
y x x x x x
∂ ⎡ ⎤ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

其中 0n ≥ ，对于平面波、柱面波和球面波这三种特殊情形，n 分别等于 0、1/2 和 1。D 的

系数为 O(1/x),而 A，B，C 为 O(1)，于是，线性化方程近似地为 

        ( )
2 2

0 ,n nv n v x x v
x y x y x y

−∂ ∂ ∂
= + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

或 

(3.31)    
( ) ( )0

.n

v y
v

x
∼  

这是线性化方程的解的首项。于是
(0) ( )nx v y 将沿着特征线 y＝const.不变地传播。为了改进

这个解，我们作代换 

(3.32)    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2

1 2 .n n n

v y v y v y
v

x x x+ += + + +"  

把(3.32)代入(3.29)，其中的 F 由(3.30)给定，我们可以确定
(1) (2)( ), ( )v y v y 等等。换言之，

线性化方程会产生从
(0) ( ) / nv y x 开始的以 x 降幂次项之和表示的解，但是，(3.29)右端的非



线性项将大大改变这一结论。问题最严重的项是
2 2/C v y∂ ∂ ，因为 C 中包含 v、 /v x∂ ∂ 和

/v y∂ ∂ ，
2 2/C v y∂ ∂ 项可能为

2(1/ )nO x 。因此，显然，在远距离处非线性项与线性项同等

重要，而假如 1n < ，级数解(3.32)是不合适的。从 x 很小到 x 很大时非线性项与线性项的相

对重要性的这种变化使得经典的摄动解当 x →∞时失效，又需要应用 PLK 方法了。 
 

III.3 行进波解 
 

为了便于进行讨论，我们把(3.28)写成如下形式，其中最重要的导数为一阶导数： 

(3.33)    

2

2 ,

.

u v u uF A B C D
x x x y

v u
y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + +

∂ ∂ ∂ ∂
∂

=
∂

 

正如上一小节指出的，其线性化解为 

(3.34)    ( ) ( ) ( ) ( )0 0' .n nu v y x u y x− −=∼  

现在我们来确定这样的线，沿着此线量
nx u 保持不变地传播。在这种线上， 

         ( ) 10 .n n n nu ud x u nx u x dx x dy
x y

− ∂ ∂⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

所以，该线的斜率为 

(3.35)    
dy u nu u

x x ydx
∂ ∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

根据线性化方程(3.29)和(3.30)， /dy dx为零。但是，实际上 /dy dx虽很小，但不为零。这

意味着
nx u 沿着 y＝contant 的直线是变化着的，但沿着稍稍偏离于 y＝contant 的某条线保持

不变。当 x 从很小的值变到很大的值时，也就是说，当波传播到远离源点处时，此线可能远

远偏离于 y＝contant 的直线。然而，因为
nx u 的常值是被此线携带着的，因此当 x →∞时，

非线性项会大大地改变解项。 

然而，
nx u 为常值的线该是什么线？对于双曲型方程来说，这种线一定是特征线。事

实上，从另一角度考虑也可发现此点。我们注意到， x = ∞ 处的麻烦是由（3.28）中的

2 2/C v y∂ ∂ 项招致的。但就是（3.28）中的该项的存在意味着所用的坐标系不是真正的特征

坐标系，尽管 x，y 确实是线性化方程的特征坐标。如果我们采用真正的特征坐标，就不会

有这种困难了。dx 和 dy 沿真实的特征线的变化由下式给定： 

(3.36)    ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 ,dx dy A dy B dx dy C dx− = − +  



其中根据定义，A、B、C 都是小量。于是，两条特征线的斜率由 

        ( )21 11 1 4
2 0

dy B B AC
dx A

⎡ ⎤= − + − − − ≅ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

和 

        ( )21 1 1 4 0
2

dy B B AC
dx A

⎡ ⎤= − + + − − ≅ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

来确定。因此，特别注意到特征线的斜率 dy/dx 很小，在一级近似下，我们可用如下确定的

特征坐标： 

(3.37)    , ,x y C dξ η ξ= = + ∫  

式中的积分是沿着 constantη = 进行的。于是，应该采用的正确的自变量为上面定义的 ξ
和 η。事实上，求解的原则如下：如果在线性化问题中，u（它是 v 沿特征线法向的导数）

可以展开成 x 的降幂的幂级数，其系数沿每条近似的特征线 y＝constant 为常数，那么设法

寻求类似的展开式，其系数每条准确的特征线 η＝constant 为常数，再用关于 x 的第二个类

似的展开式寻找后一个弯曲的特征线。我们发现，在现在的情形中，要修正的变量是 y，而

不是 III.1 节中的 x。 
于是，在一级近似下，由(3.37)可得 

(3.38)    ,x y C dξ η ξ= = − ∫  

因为一般来说， ( )nC O ξ −= ，这就意味着
1( )ny Oη ξ −= + 或 (log )Oη ξ+ （n＝1 时）。当

ξ →∞时，差值 y－η是不确定的。对于平面波的情形，n＝0，特征线是扇形扩展的直线族；

对于柱面波的情形，n＝1/2，特征线是抛物线族；对于球面波的情形，n＝1，特征线以对数

律扩展开来。值得注意的是，当 x 很大时，v 的性态大大地改变了。根据(3.33)的第二个方

程，有 

(3.39)    ( ) ( ) ( )0 1 2 ,n nv yu u C d Oη ξ ξ ξ
η η η

− −⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∼  

而 ( )nu O ξ −= 。之所以这样的原因在于，现在 η 为常数的曲线间的距离是
1( )nO ξ −

或

(log ) ( 1)O nξ = ，因此，就使得 v 在 x →∞时的值大为增加。 

作为前面所讲述的方法的一个应用实例，我们来考虑 Whitham[11]处理过的一个球面爆

炸波的传播问题。因为该问题主要关注远离爆炸中心处的气体运动，那里运动很微弱，所以

可假定成为一种等熵流动，据此进行计算。描述球对称的等熵运动的方程为 

(3.40)    
22 2 2

2 2
2 22 ,a

t r r t r r
φ φ φ φ φφ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ = + + ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

其中φ为速度势，r 为径向距离，t 为时间，a 为当地音速，由 Bernoulli 方程给定： 



(3.41)    ( )
2

2 2
0

11 .
2

a a
t r
φ φγ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞= − − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 

这里 0a 为未扰空气中的音速。由 / , /u t v rφ φ= ∂ ∂ = ∂ ∂ ，运动方程可写为 

(3.42)    ( ) ( )

( ) ( )

2 2
0

2 2
0

0,

11 1 2
2

2 11 1 0.
2

v u
t r
v u va u v v
r t t

v a u v
r

γ γ

γ γ

∂ ∂
− =

∂ ∂
∂ ∂ ∂⎡ ⎤− − + + − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − − − − =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

在线性化理论中，本问题的外行波解为 0 0( ) /f a t r rφ = − ；因此，u 和 v 具有如下形式： 

(3.43)    

( )

( )

1 0

2 0
2

0

,

,

f a t r
u

r
f a t ruv

a r

−
=

−
= − +

 

也就是说，u 和 v 依 r 的负次幂展开，其系数沿每条近似特征线 0 constanta t r− = 为常数。

于是，我们来寻找类似形式的 u 和 v 的展开式，其系数沿每条准确的特征线 constantη = 为

常数，而 η是 r 和 t 的函数，在求解过程中确定。由此，假定 u 和 v 有如下形式： 

(3.44)    
( ) ( )

( ) ( )

2 1 2
0

2 3
0

0

,

.

u a f r g r

uv a b r c r
a

η η

η η

− −

− −

⎡ ⎤= + +⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + + +⎣ ⎦

"

"
 

将它们代入表明 constantη = 为特征线的条件中，得到如下的类似展开式： 

(3.45)    ( ) ( ) 1
0 log .a t r r h m rη η η −= − − −  

事实上，这个展开式的头两项正是我们的一般理论所预期的。然而，我们发现，对(3.45)给
出了修正后，要求对(3.44)进行相应的修正，使得运动方程得以满足。这种修正包括(3.44)

中 的 g ， b ， c ， m 分 别 被 1 2( ) log ( ),g r gη η+  

1 2( ) log ( ),b r bη η+ 1 2( ) log ( ),c r cη η+ 1 2( ) log ( )m r mη η+ 所取代，这样一来，方程(3.42)

就满足了。 

唯一的附加条件是： constantη = 为方程组(3.42)的特征线，亦即， ( / )dt dr 必须满足

条件 

(3.46)    ( )
2

2 2
0

11 2 1 0
2

dt dta u v v
dr drη η

γγ +⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞− − − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 

将经修正的 u，v，t 的级数代入上式，令 r 和 log r 的同次幂相等，我们发现， 1( )g η 恒为零，



所有 η的未知函数可用 ( )h η 和若干常数表示。所得的解为 

(3.47)    

2
1 1

2
0 2

1
2 ,

Bku a
r r

κ ηη
⎡ ⎤+⎢ ⎥

= − + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"  

 

(3.48)    

( )

( )

2 2
1 20

0 2
0

0

1 1log '
2 2 ,

log

k B r k k h d B
uv a
a r

a t r r h

η
η η ξ ξ ξ

η η

⎡ ⎤⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥= − − +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= − −

∫
"

 

 

(3.49)    
( ) ( )2 2

1 2 1 20

1 1log 5 '
2 4 ,

k B r B h d B

r

η
η κ η γ ξ ξ ξ⎛ ⎞+ + + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠− +
∫

"  

其中 1 2,B B 为至今未确定的任意常数，而 

(3.50)    
( )

2
1 2

2 5 3, , .
1 4 4 2

kk k kκ κ
γ

= = − = +
+

 

为了确定 1 2,B B ，我们必须利用前激波 S 上的条件。还存在一个后激波 S1。在（r，t）平面

中，两个激波的位形如图 4 所示。由于与 S 和 S1 之间区域内的小波的相互作用，在激波行

进过程中，S 受到阻滞，S1得到加速；当 r →∞时，两激波的强度退化到零，最终以音速 0a

传播。 
在激波上有两个边界条件要满足，它们的最便捷的形式是：（i）“角度性质”，它表明在

激波强度的一级近似下，在 0( , )r a t 平面上，激波与其两侧的特征线的夹角相等；（ii）越过

激波时φ是连续的，因此 / ( / ) / /r t U v u Uφ φ∂ ∂ + ∂ ∂ = + 在激波两侧的值相同，这里 U 是

激波速度。 

令 0C 为激波 S 之前的未扰区域内的一条特征线，C 为两激波之间区域内的一条特征线，

因此 C 由(3.49)式给出： 

(3.51)    ( ) ( )1
0 log log , const on .a t r r h O r r Cη η η−= − − + =  

因为特征线必须在两个激波 S 和 S1之间，对任意给定的 r 来说，t 的值是有界的，所以 η和
h(η)在此区域内也是有界的。令 S 的方程为 

(3.52)    ( )0 on ;a t r f r S= −  



于是，根据角度性质（i），而且已知 0C 由下式确定： 

         0 const,a t r= +  

我们得到 

(3.53)    ( ) ( )1 21' log .
2

f r r O r rη − −= +  

从(3.51)和(3.52)中消去 0 ,a t r−  我们得知，在激波上有 

(3.54)    ( ) ( ) ( )1log log .f r r h O r rη η −= + +  

这样一来，我们就可以用 η作为参数来描述激波，亦即，在激波上 r 和 t 都是 η的函数，

所以，对(3.54)关于 η求导，将(3.53)给出的 ( )'f r 代入，就得到 

( ) ( )1 2 log 2 log 2 ' ,drr O r r r h
d

η η
η

− −⎡ ⎤+ + = −⎣ ⎦  

或即 

         ( ) ( )2 1log log 2 ' .d r O r r h dη η η η η−⎡ ⎤+ = −⎣ ⎦  

求积分，得到 

(3.55)    
( )

( ) ( ) ( )

2 1

2
1

log log

2 ' 2 2 ,

r O r r

h d h h b

η η

η η η η η η

−+

= − = − + +∫
 

其中， 

(356)    ( ) ( )1 0
h h d

η
η ξ ξ= ∫  

b 是一个任意常数。可以求得(3.55)式的 log r 形式的解： 

(3.57)    
( ) ( ) ( )

2
1 1 3 2

2 2

2 2
log log .

h hbr O r r
η η

η η η
−= − + +  

于是由(3.54)得到 

(3.58)    ( ) ( ) ( )
2

1 12
log .

hbf h O r r
η

η
η η

−= − + +  

对给定的 η，由(3.57)给出 r，(3.58)给出 f，然后由(3.52)给出 0a t 。所以，(3.52)、(3.57) 和(3.58)

构成的方程组是确定激波 S 的参数方程组。当 h(η)未知时，因为它是有界的，可以展开成

2(0) '(0) ( )h h Oη η+ + ，于是我们可以用(3.57)来确定 η作为 log r 的函数，而激波的方程式

变成 

(3.59)    ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1
0

1log 0 ' 0 log log .
2

a t r b r h bh r O r− −= − − − +  

这里的误差是相当大的；如果我们已知 h(η)，肯定宁愿采用激波的参数表示式。在本问题的



框架下，常数 b 无法确定，因为除非给定了 r 和 t 很小时的波动的具体形式，激波位置没法

绝对地确定。 
激波速度 U 是激波曲线 S 的斜率，因此有 

         
( )

0

1 '1 .
f rdt

U dr a
−

= =  

这样一来，把激波条件（ii）用于 S，由于 S 之前φ恒为零，就可得到在紧靠 S 之后，有 

         ( )0 ' 0a v u uf r+ − =  

因此，由(3.47)、(3.48)和(3.53)得到 

(3.60)    2
1 2

10,
2

B B kb= = − 。 

至此，我们求得了问题的解，从给定的数据，可确定解的具体形式。我们的例子还表明，在

实际计算中，并不真正需要利用线性化方程的特征参数作为自变量，对这个具体问题来说，

用半径 r 做自变量更加方便，因此就用 r 来替代特征参数 0a t r− 了。 

III.4 满足初始条件的一致有效解 
 
在前面两小节讨论的问题中，尽管处理的是在离源点远处的小扰动，但如果 0n > ，在

源点处仍可有大扰动，因为这时初始扰动在传播过程中将最终以
nx−
的规律衰减。但是在

III.3 节中的球面爆炸波问题中可清楚地看到，由于初始扰动没有清晰地给定，所得到的解还

有一定程度的任意性。如果给定了初始条件，且初始扰动很弱，则用已得的结果可以确定构

建一致有效解的统一方案。于是，u 和 v 一定为 ε的量级，ε是用来估计扰动大小的小参数。

因此 

(3.61)    
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 12

0 12

, , ,

, , .

u u u

v v v

ε ξ η ε ξ η

ε ξ η ε ξ η

= + +

= + +

"

"
 

坐标 ξ和 η是对线性化方程中的特征坐标 x 和 y 的修正。可是为了考虑精确的微分方程中的

非线性项大 x 处的反常效应，我们必须给出 η与 y 的区别。事实上，按前面的讨论，ξ和 η
跟 x 和 y 的关系由(3.37)或(3.38)给出。 

为了构造一致有效一阶近似解，我们取定线性化方程的一阶解
(0) ( , )u x y ，用 ξ和 η取

代 x 和 y，而 ξ和 η由下式给定： 

(3.62)    ( ) ( )* 2, , .x y C d Oξ η ε ξ η ξ ε= = − +∫  

这里，C*是非线性方程(3.33)中的系数 C 在ξ →∞时的渐近形式，亦即 u 替换成
(0) ( , )u ξ η

时的形式。我们可以用
(0) ( , )u ξ η 取代 C 中的 u，是因为我们这里只对 y 的一阶修正感兴趣，

我们可以用系数 C 的渐近形式，是因为 ξ很小时，y 与 η的区别完全不重要。在这种区别是

重要的地方，ξ必须足够大，使得渐近形式是准确的，这一特殊步骤实际上是由 Whitham 与

Lighthill 合作提出的，Lighthill 后来将此步骤推广应用于上节描述的理论中，Whitham 将此



法应用于超音速弹体的绕流问题[12,13]以及恒星中球面弱激波的传播问题[14]中。我们这里

对这些很有兴趣实例不予讨论，尽管基本原理已在前几小节中勾画出来，但其细节描述仍十

分冗长，在此难以细说。 
作为替代，我们下面给出一个多少有点经过人为简化的方程的完整解，用来说明这个方

法的技巧，该方程也由 Lighthill[2]研究过，其形式为 

(3.63)    

2

2 ,

,

u n v uu u
x x y x y

v u
y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ = +⎜ ⎟∂ + ∂ ∂⎝ ⎠

∂
=

∂

 

定解条件为 

(3.64)    0 on 0u v y= = =  

和 

(3.65)    ( ) ( ), on 0, 0 0;nu U y y x Uε −= = =  

其中 ε是小参数，而0 1n< < 。其线性化解为 

( )( ) nu U y x yε −= +  

由此，按上述思路，一致有效一阶解为 

(3.66)    ( )( ) ( ) ( )1, , 1 .n nu U x y U nε η ξ η ξ η ε η ξ− −= + = = − −  

为了构造准确到
2ε 阶的一致有效解，我们首先做变换 

(3.67)    ( ), , .x y yξ ξ η= =  

于是(3.63)变成 

(3.68)    

,

.

y y u
u u n u v yu uy y yy

v yu

ξ ξ η
ξ η ξ ξ η ξ ξ

η η η

η η

∂ ⎡ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟− + = − − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

∂ ∂
=

∂ ∂

 

然而我们希望 η 成为准确的特征坐标，使得(3.68)的第一式中 /u η∂ ∂ 的系数为零，于是，y

的方程就是 

(3.69)    
2

1 .y yu
ξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
= − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

这时(3.68)就简化成 



(3.70)    

2 2

2 2 2 ,

.

u n u v y y uu u
y
v yu

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

η η

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − −⎜ ⎟∂ + ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂
=

∂ ∂

 

现在，将(3.61)和 

(3.71)    ( ) ( ) ( ) ( )1 22, , ,x y y yξ η ε ξ η ε ξ η= = + + +"  

代入(3.69)和(3.70)，ε阶解为 

(3.72)    

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

1
0 1

0

0

, , , ,
1

, .

n

n

n

U U
u y

n

U t
v dt

t

η

η η ξ η
ξ η ξ η

ξ η

ξ η
ξ

−+
= = −

−+

=
+∫

 

二阶方程为 

(3.73)    
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

1 1 1 0 0 22
0 1

2 2 , .u n u n y u v yu u
ξ ξ η ξ ξξ η

∂ ∂ ∂
+ = + = −

∂ + ∂ ∂+
 

把一阶解(3.72)代入(3.73)，我们得到 

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )

2
1

1 20

1
.

1
n

n n

nU n n U t
u U dt

n t

ηη
ξ η η

ξ ξ η ξ+ +

+∂ ⎡ ⎤+ = − +⎣ ⎦∂ − + +∫  

现在我们来改写初始条件(3.65)，它可写成 

( ) ( ) ( )0 0, at 0,nu U y y u y xε ε−= = =  

或者，将上式中的变量 y 取代为 η，引用展开式(3.61)，上式又可写成 

         ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 020, 0, 0, .u y u uε η ε ε η ε η+ + + + = +" " "  

所以，令上式中的
2ε 的项相等，就得到

(1)u 的如下形式的初始条件： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1

1 1 20,
, 0, .

1

ndu Udu o y U
d d n

η η η
η η η η

η η

−
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

利用这一条件，可以求解
(1)u 的微分方程，给出 

(3.74)    
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( )( )

( )( )
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1
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当 x 或 ξ很大时，由(3.74)得 

(3.75)    ( ) ( ) ( )1 , ,nu Fξ η η ξ −∼  

其中， 

(3.76)    ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )2 1

2
10

.
1 1

n

n n

U U U t dtdF U nU
n n d t

ηη η η
η η η η

η η

−
−

+= − + +
− − ∫  

当 x 或 ξ很大时，还可给出 u 和
(2)y ： 

(3.77)    
( ) ( )2

,n

U F
u

x
ε η ε η+ +

≅
"

 

(3.78)    ( ) ( ) 1
2 .

1

nF
y

n
η ξ −

≅ −
−

 

为了使解到
2ε 阶一致有效，只需要计及(3.78)给出的

(2)y 的渐近形式。于是有 

(3.79)    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 12

2 1
1

, , ,
,

, .
1

n

u u u
x

F
y y

n

ε ξ η ε ξ η
ξ

ε η ξ
η ε ξ η

−

= + +

=

= + −
−

"
 

(3.77)式清晰地表明，对任意的 ξ和 η，关于 y 的级数是收敛的；(3.79)的第三式也表明，虽

然当 ξ很大时，关于 y， (1)yε 的初始修正可能相当大，但 y 的相继项的比值总是为 ε的量级，

然而 y 中的
2 (2)yε 对于得到准确到

2ε 阶的解非常重要。为了明白此点，我们来计算此项导

致的在固定的 x 和 y 下 η的改变，它显然是 

( ) ( )

( )
2 22 2

1
.

1 n

y y
y O

ε ε
εξ

η

−
=

∂ +
∂

 

当 x 和 y 很大时，
(2)y 为

1( )nO ξ −
。因此，由于有

2 (2)yε 引起的 η的改变可能是 ε的量级，

而这一改变带来的对 u 的修正为
2( )O ε 。因此，当 x 很大时，在 y 中保留

2 (2)yε 是很重要的。 

 
III.5 利用精确特征线的摄动 

 
正如前几小节所述，将 PLK 方法应用于双曲型偏微分方程时，对于克服经典的摄动法

的困难十分有效，尽管如此，这种应用在数学上还不是很完善。问题在于：摄动级数真的收

敛吗？还是它们只是看起来收敛？为了回答这个数学问题，我们必须重新审视这一方法，使

之更加合乎规范，遵循数学规律。在 III.1 节中我们已经看到，此方法的关键步骤是把坐标

变成准确的特征坐标；而在 III.3 节和 III.4 中，我们引进了一个准确的特征坐标 η，而保留 x



坐标不变，然而这是由于在行进波或简单波问题中，没有必要改变 x。为了使得方法规范化，

包含所有要处理的情形，我们就需要利用两个准确的特征变量 ξ和 η，接着，方法的要旨是

首先把双曲型偏微分方程转换成以特征变量 ξ和 η表示的正规形式，然后问题的解展开成 ε
的幂级数： 

(3.80)    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 1 22 3

0 1 22 3

1 22
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, , , ,
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, , ,

, , .

u u u u

v v v v

x x x

y y y

ε ξ η ε ξ η ε ξ η

ε ξ η ε ξ η ε ξ η

ξ ε ξ η ε ξ η

η ε ξ η ε ξ η

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

"

"

"

"

 

这里 x 和 y 是线性化方程的特征坐标；接下去就是以准确的特征变量 ξ和 η作为自变量的经

典摄动过程。不少作者提出了这样的看法，并认为级数的收敛性似乎隐含在双曲型偏微分方

程的一般理论中。但是，只有 Lin[15]和 Fox[16]对于简单的情形证明了展开式(3.80)关于 ξ
和 η的所有值和充分小的 ε的收敛性。Lin[15]还用上述过程研究了几个很有意义的平面超音

速流动问题，我们这里不予详述，感兴趣的读者可以查阅原始论文。 
Lin 和 Fox 的工作的重要性在于，通过演证本章前几小节所述的过程在数学上的完善性，

对 PLK 方法提供了支持。对于解决工程问题来说，PLK 方法比基于准确的特征线的摄动法

更招人喜欢。第一个理由是：PLK 方法具有手段的经济性这一优点。例如，在行进波问题

中，只用一个特征变量 η，而 x 保持不变，因为这样做足矣；对于 III.1 节中的问题，招致麻

烦的是
2 2/v x∂ ∂ 项，只需要用只用一个特征变量 ξ，而 y 可以保持不变。如果采用特征摄动

法，x 和 y 都必须修正，计算工作量就要大得多了。当只需要求得到 ε阶的最低阶解时，情

况尤其如此，而在工程应用中通常就只需要最低阶解。此外，PLK 方法更具有灵活性和普

遍性，其原理可应用于多于两个自变量的和高于二阶的双曲型偏微分方程。我们要做的就是

引进坐标的充分的变形，以克服利用线性化方程时出现的难点。 
 

IV. 椭圆型偏微分方程 
 

IV.1 PLK 方法应用于薄翼问题时的失效 
 

椭圆型偏微分方程的奇性与双曲型偏微分方程的奇性不同，它们有奇点。一个熟知的例

子是：用一阶边界条件——经典薄翼理论寻求不可压缩理想流体绕薄翼流动的解时，在翼型

的头部就有这类奇点。事实上，取 ε为翼型的厚度-弦长比，如果我们把求解推进到
3ε 阶，

解在头部的奇性比一阶解和二阶解还要坏。尝试应用 PLK 方法来解决此问题看来很自然。

Lighthill[17]本人就研究过这一问题，对钝头翼型得到了很有用的解。 
我们来考虑一个较为简单的问题——对称翼型无攻角绕流，远离翼型的流速无量纲化为

1。流函数 ψ必须满足 Laplace 方程： 

(4.1)    
2 2

2 2 0.
x y
ψ ψ∂ ∂

+ =
∂ ∂

 

边界条件可设为在翼型表面 ψ＝0。设翼型的形状可表示为 

(4.2)    ( )0 1 .y x F F xε∗ = ± + +"  



其中 F0、F1为常数，y*为翼型表面的 y，后继的项使得翼型后缘 x＝c 出现尖点。现在我们

按照 PLK 方法引进如下展开式： 

(4.3)    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 32 3

1 2 32 3

, , , ,

, , , ,
.

x x x x
y

ψ η εψ ξ η ε ψ ξ η ε ψ ξ η

ξ ε ξ η ε ξ η ε ξ η
η

= + + + +

= + + + +

=

"

"  

Lighthill 发现 

(4.4)    ( )1 0x =  

而且为了使得
(3)ψ 在头部 x＝0 的奇性不比

(1)ψ 和
(2)ψ 坏，须令 

(4.5)    ( )2 2
0

1 ,
4

x F=  

这是一个常数。可以证明，
2 (2)xε 项等于翼型头部曲率半径之半。因此，到

2ε 项，用 PLK

方法得到的解等于对应的经典摄动解，其中 x 坐标向下游偏移了半个头部半径的距离。这样

一来，摄动解头部奇性被“吸进”翼型，翼型界面外部实际上就没有奇性了。所得的解与精确

解的比较表明，它是正确的，幸运的是：可把 PLK 方法应用于这一简单情形。 
然而，如果求解推进到更高阶，困难就出现了。Fox[16]指出：所有“更高阶”项在头部

均为
2( )O ε ，因此，超过了二阶，就无法对解再做改进了，这一方面，此结果很像 II.1 节中

讨论过的可压缩汇流，在那里我们也发现高阶解不能用来减小解的误差。所以，我们受到启

发，猜测这里与汇流一样，翼型头部奇性只能用边界层解来处理，也就是说，我们不得不放

弃求得适用于整个流场分单一的解，而是设法寻求局部地适用于头部附近的解，于是要求得

完整的解，就得通过联合头部解与用经典的摄动法或 PLK 方法得到的解来实现。事实上，

Van Dyke[18]已发展了这种理论，虽然还没有在数学上完善地确立，但通过物理学推理和与

精确解比较，此理论看来是正确的。Van Dyke 的研究工作实际上更加一般，涵盖了可压缩

亚音速流动。 
 

IV.2 出现困难的可能原因 
 

PLK 方法应用于薄翼问题时可能失效，事先是否存在蛛丝马迹？似乎有这样的预警：

当我们把展开式(4.3)代入翼型方程(4.2)时，在展开其它因式的同时，必须在 x=0 附近把 x

按 ξ 和 ( ) ( , )nx ξ η 展开，因为 x 在 x=0 处不是正则的，显然，这种展开不可能是一致有效

的。在 II.5 节中谈及常微分方程时我们谈到过同样的困难。倘若我们像 Fox 那样，进行形式

展开，那么 PLK 方法就拒绝产生一致有效解。本文作者曾经尝试过先把(4.2)取平方，以避

免对 x 进行展开，但这时边界条件就要求成为对很小的 ξ和 η的一个关于
( )nψ 的幂级数，

而
( )nψ 在 ξ＝η＝0 处非正则，因此这种做法也不可能导得一致有效展开式。所以，PLK 方

法对这个问题失效是在预料之中的。 
根据以上推理明显可知，即使对 y 引入另一个展开式： 



(4.6)    
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 22

1 22

, , ,

, , .

x x x

y y y

ξ ε ξ η ε ξ η

η ε ξ η ε ξ η

= + + +

= + + +

"

"
 

PLK 方法用于翼型问题时仍然失效。Fox 的确尝试过这种探索，并发现这样做无济于事。因

此，我们对困难根源的猜测得到了进一步证实，我们甚至可以斗胆说一句：椭圆型偏微分方

程的解若有与这里所述的同类奇性，用 PLK 方法不可能去除这种奇性，也就是说，求得对

所有各阶均一致有效的解时是不可能的。当然，就像薄翼理论中那样，求得到 ε的有限阶的

一致有效的解还是有可能的，工程师也许满足于这种具有有限的大小且为一致的误差的解。 
 

V. 在流体边界层问题种的应用 
 

V.1. 平板边界层 
 

小粘性流体流动沿固体表面的边界层理论是由 Prandtl 创立的，这是应用力学和数学中

所有边界层问题的原型。Prandtl 的边界层理论实际上给出了很小粘性问题的一阶解。近年

来，很多研究者尝试过改进原有理论，使之可求得高阶解，但是困难在于 Prandtl 解在物体

头部由奇性，高阶摄动只是使得这种奇性变得更坏，实际上使整个物面所受的总剪切力为无

穷大，而非有限值，因此，这种解是完全不可接受的。 
 

图 5. 沿平板的不可压缩流体边界层 

 
Kuo[3]认识到，要求得令人满意的解，应在边界层理论的框架下引进坐标变形，也就是

说，对物理坐标应做两次变换：首先，引进边界层变换，这也要求最自变量做出修正，然后

再对边界层坐标进行变形。我们可以这么说：II.8 节中讨论的组合方法是边界层方法“加上”
坐标变形法，而 Kuo 提出的则是边界层方法“乘以”坐标变形法，这是他对 Poincare 和 Lighthill
的想法的很有创意的拓广，确实对消除 Prandtl 理论的非一致有效性颇有高效，由于这一工

作的重要性和所得结果的优美性，我们在下一小节中将十分详尽地描述一个特殊问题，也是

Kuo 研究过的一组问题中最为简单的一个：不可压缩流体的平板边界层。 

令 ,x y 为直角坐标，平板占据 0 , 0x L y≤ ≤ = 这一条形区（见图 5），L 为平板的长

度。在这一坐标系中，速度的 ,x y 分量分别为 ,u v ，压力为 p ，在本问题中密度 ρ 和运动

粘性系数ν 均为常数。本问题的微分方程为 Navier-Stokes 方程和连续性方程，我们后面写

出这些方程，用的是无量纲边界层变量，而非上面定义的物理变量。这些边界层变量借助于

Reynolds 数 Re 

(5.1)    Re U L ν∞=  

来定义。上式中U∞为远离平板处的流体速度。对于很小粘性的流体，Re 很大，我们引进本

问题的小参数 ε，由下式确定： 

(5.2)    2 1 .
Re U L

νε
∞

= =  



于是，按 Prandtl 的做法，边界层变量为 

(5.3)    
( )

( )

1 1, ,

1 1, ;

u u U v v U V

x x L y y L Y

ε ε

ε ε

∞ ∞= = =

= = =
 

于是 v 和 y 被小参数 ε修正了。我们还引进无量纲压力 p： 

(5.4)    ( ) 2 .p p p Uρ∞ ∞= −  

为了满足连续性方程，我们引进如下确定的流函数 ψ： 

(5.5)    , ,y xu vψ ψ= = −  

这里及下文中，我们以下标表示偏导数。用所引进的变量表示的 Navier-Stokes 方程为 

(5.6)    
( )

2

2 4

y xy x yy yyy x xxy

y x xy y xx xyy xxx

p

p

ψ ψ ψ ψ ψ ε ψ

ε ψ ψ ψ ψ ψ ε ψ

− − = − +

+ − + = −
 

这是关于两个未知量 ψ和 p 的两个方程。 
为了用“边界层方法”求解这一问题，令 

(5.7)    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 22

1 22

, , , , ,

, , , ,

x y x y x y x y

p x y p x y p x y

ψ ψ εψ ε ψ

ε ε

= + + +

= + +

"

"
 

其中零阶压力为零，因为我们处理的是平板问题。自变量 x 和 y 是未经变形的边界层变量，

我们发现，要确定
2ε 项，坐标系（x，y）必须变形，但我们到有必要时再来做这件事情。

现在，把(5.7)代入(5.6)，令与 ε无关的部分相等，就得到零阶流函数
(0)ψ 应满足的方程 

(5.8)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0.y xy x yy yyyψ ψ ψ ψ ψ− − =  

一阶方程通过令与 ε的系数相等得到： 

(5.9)    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1

10
y xy xy y x yy yy x x yyy

y

p

p

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ+ − − = − +

= −
 

(5.9)的第二个方程表明：在 Prandtl 边界层理论中的熟知的结论——在边界层的任一截面上

压力保持为常数仍然成立。事实上，如果我们限于求得准确到 ε的解，那么用较简单的 Prandtl
的边界层方程，而不用完整的 Navier-Stokes 方程(5.6)，就可以恰当描述有关现象。 

零阶方程(5.8)就是有名的 Blasius 方程，采用如下替换： 

(5.10)    ( ) ( )0
0 ,x fψ ζ=  

(5.11)    ,y
x

ζ =  

并用撇号表示关于 ζ的导数，由(5.8)得到 

(5.12)    0 0 02 ''' '' 0.f f f+ =  



于是可求得速度分量 

(5.13)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 0 0

1' , ' .
2y xu f v f f

x
ψ ζ ψ ζ ζ ζ= = = − = −⎡ ⎤⎣ ⎦  

因为边界条件为在 y＝0 处 u＝v＝0，在 y = ∞处 u＝1，所以 0f 的边界条件可用(5.13)求得，

它们是 

(5.14)    0 0

0

' 0 0,
' 1 .

f f
f

ζ
ζ

= = =

= = ∞

当

当
 

在这些边界条件下，(5.12)的解由下列幂级数和大 ζ处的渐近级数给出： 

(5.15)    

( )
22 3

2 5 8
0

3 4
11

1 1 11
2! 2 5! 2 8!

1 375 ,
2 11!

0.332 ,

f σ σ σζ ζ ζ ζ

σ ζ

σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≅

"  

 

(5.16)    ( ) ( )( )2' 1 4 '' 1.73
0 1.73 0.231 ' ''.f d e d

ζ ζ ζζ ζ ζ ζ− −

∞ ∞
− + ∫ ∫�  

根据(5.16)，并利用(5.13)，我们可以计算在边界层外缘（ζ →∞）上的速度 eV  

(5.17)    0
1 ,eV v
x

ε=  

其中， 

(5.18)    0
1.73 0.865 .

2
v ≅ =  

为了用(5.9)确定一阶流函数
(1)ψ ，需要确定

(1)p ，为此，我们必须计算边界层外的、由

边界层诱导的速度场 u 和 V，边界层的效应可近似地用(5.17)给出的 eV （0 1x≤ ≤ ）来表示。

当 0x < 时， eV 为零；在尾流（1 x< ）中，我们近似地取 0eV = 。当然，在尾流的边界上 eV

不可能真正为零，但这种差别也许不重要。综上所述，我们有 

(5.19)    0

0 0,

0 1,

0 1 .

e

x
vV x

x
x

ε

<⎧
⎪⎪= ≤ ≤⎨
⎪
⎪ <⎩

 

现在，把边界层外的势流场展开成 ε的幂级数，亦即， 



(5.20)    

( )

( )

1

1

1 , ,

, .

x yu U
L L

x yV V
L L

ε

ε

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

"
 

因为边界层的外缘很靠近平板，也就是说，边界层的厚度具有 ε的数量级，可以采用与寻求

薄翼理论的一阶解相同的方法来求得
(1)U 和

(1)V ，因此，我们有 

(5.21)    ( ) ( )

( )
11 1 0 0 0
0

1log ,
1

v iv vdw zU iV
w z w z z zπ π

+
− = = − +

− −∫  

其中 z 表示(x+iY)。在这一阶近似下，边界层外缘的诱导速度
(1)
eU 为

(1) ( , 0)U x ，因此， 

(5.22)    

( ) ( ) ( )

( )

1 1 0

2
0

1, 0 log
1

2 1 .
3 5 2 1

e

n

v xU U x
x x

v x x x
n

π

π

+
= =

−
⎡ ⎤

= + + + + +⎢ ⎥+⎣ ⎦
" "

 

于是，采用 Bernoulli 方程，边界层外缘的压力
(1)p 为 

(5.23)    ( ) ( ) ( ) ( )1 1 .ep x U x= −  

所以一阶方程(5.9)变成 

(5.24)    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1
0 1 0 1 0 1 0 1 1

20 12 1 2 .
3 5 2 1

e
y xy xy y x yy yy x yyy

n

dU
dx

nv x x
n

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

π
−

+ − − − =

⎡ ⎤−
= + + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

" "
 

为了求解(5.24)，我们把
(1)ψ 作如下展开： 

(5.25)    ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1 2

1 1 2 3 20
1 2

2 1 ,
3 2 1

n

n
v xx f x f f

n
ψ ζ ζ ζ

π

−⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

" "  

其中的各个 f 均仅为 ζ 的函数，而 ζ由(5.17)定义。将(5.10)和(5.25)代入(5.24)，令 x 的同次

幂的系数为零，就得到 nf 的方程 

(5.26)    ( ) ( ) ( )0 0 02 ''' '' 2 1 ' ' 2 1 '' 2 1 , 1, 2,3,...n n n nf f f n f f n f f n n+ − − + − = − − =  

现在由
(1)ψ 得到诱导速度的 x 分量： 

(5.27)    ( ) ( )

( )
1 1 0

1 2 1
2 ' ' ' .

3 2 1

n

y n
v x xu f f f

n
ψ

π +

⎡ ⎤
= = + + + +⎢ ⎥+⎣ ⎦

" "  

在边界层的外缘（ζ →∞），
(1)u 须与

(1)
eU 一致；在平板表面（ζ＝0）上，

(1) (1) 0u v= = ，



因此，三阶方程(5.26)的边界条件为 

(5.28)    
' 0 0,

' 1 .
n n

n

f f
f

ζ
ζ

= = =

= = ∞

当

当
 

因为方程(5.26)的系数不能在 ζ 的整个区域用简单的函数解析地展开，一般不可能求得

对所有 ζ 和 n 都成立的解析解，总的来说，这是一个数值求解的问题。Kuo 把 Howarth 和

Tani 求得的小 n 情形的数值解与大 n 情形的渐近解结合起来，得到了关于表面摩擦系数 fC

（即平板一侧表面所受的总剪切力除以
2 / 2U Lρ ∞ ）的如下重要公式： 

(5.29)    
1.328 4.12 .

ReRefC = +  

这里 Re 是(5. 1)所定义的 Reynolds 数。这一公式与 Janour[19]的实验数据进行过比较，发现

Re 低到 10 时，两者还很相符；Reynolds 数低于 10 时，用 Oseen 方法求解更为合适。 
 

V.2 二阶解 
 

倘若我们遵循上述步骤，写出
(2)ψ 的微分方程，就会发现，与

(1)ψ 不同，
(2)ψ 的前缘

奇性比
(0)ψ 和

(1)ψ 的奇性坏，而且附加的剪切应力事实上不能积分出来。为了矫正这种状

况，Kuo 把展开式(5.7)中的各种函数看成 ξ和 η的函数，对边界层变量做进一步变形。显然，

这种变形只需要到
2ε 阶，因为问题出在

(2)ψ 上。 

(5.30)    ( ) ( )22 , , .x x yξ ε ξ η η= + + ="  

这里的 y 保持不变，下面会看到这样做没问题。于是，关于 x 和 y 的偏导数变成 

(5.31)    

( )

( )

22

22

,

.

x
x

x
y

ξ

η

ε
ξ ξ

ε
η ξ

∂ ∂ ∂ ⎫≅ − ⎪∂ ∂ ∂ ⎪
⎬∂ ∂ ∂ ⎪≅ −
⎪∂ ∂ ∂ ⎭

 

显然，新变量产生的效应是二阶的，零阶解和一阶解保持不变，只有 x，y 被 ξ，η所取代了。

(2)ψ 和
(2)p 的方程为 

(5.32)    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0 2 0 2 0 2 0 2 2

1 1 1 1 2 0 0 2 2 0 2

0 0 2 0 2 0 2 0 2

2

3

p x p x

x x x

η ξη ξη η ξ ηη ηη ξ ηηη

ξ ηη η ξη ξ ξξη ηηη ξ η ξηη η

η ξ ξη ξ ξη ηη ξ ηηη

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ

+ − − −

⎡⎡ ⎤= − + − + + + −⎣ ⎦ ⎣
⎤+ − + − ⎦

 

和 

(5.33)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0 0 0 0pη ξ ξη η ξξ ηηηψ ψ ψ ψ ψ+ − + =  



与以前一样，我们引进相似变量 ζ 

(5.34)    .ηζ
ξ

=  

于是就可发现，(5.32)右端的第一组各项当 0ξ → 时的奇性为
1( )O ξ −
，而第二组项中由于存

在像
(0)
ξξηψ 这样的项，当 0ξ → 时的奇性为

2( )O ξ −
，第二组项是产生麻烦的项，因此，应该

这样取
(2)x ，它能使(5.32)右端第二个方括号里的项变得无害。为此，我们注意到，按照(5.33)，

有 

(5.35)    ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 , ,p p Pξ ξ η= +  

其中 

(5.36)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 0 0 0 0 0

0
, .p dη ξξ ξ ξη ξηηξ η ψ ψ ψ ψ ψ η= − −∫  

于是，
(2)p 应该像

(1)p 一样，由二阶势流确定。但是，鉴于
(1)ψ 的特性，在边界层外缘

(2)
eV

与
(1)

eV 有同样的奇性。根据运用一阶理论的经验，我们知道，梯度 2 /dp dξ 无甚大碍，另一

方面，
(2)Pξ 有强奇性，因此，

(2)x 的正确选取必须顾及
(2)Pξ ，不必去理睬 2 /dp dξ 。由此，

(2)x 的方程为 

(5.37)    

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 2 2 0 2 0 0 2

0 2 0 2 0 2 2 0

2

3 .

x P x x

x x P

ηηη ξ η ξηη η η ξ ξη

ξ ξη ηη ξ ηηη ξ ξξη

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

+ − +

− + − = −
 

这个方程对于确定坐标变形极其重要，而且比前几章中提及的变形函数复杂得多了。 

现在由方程(5.10)和(5.11)已得到
(0)

0 ( )fψ ξ ζ= ，通过研究方程(5.37)的结构发现，
(2)x

仅为 ζ的函数，亦即 

(5.38)    ( ) ( )2
2 .x g ζ=  

现在，(5.37)可写成 

( ) ( )

( )

2
0 0 2 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 2

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 ' ''' ' 6 '' ''

12 ' ' 6 '' ''' '
3

1 16 '' ''' ' ' .
2 2

f f g f f f f g

f f f f f g

f f f f f f

ζ ζ ζ

ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

− + − −

⎡ ⎤⎛ ⎞+ − − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= + + − +

 

此方程有积分因子 0 ( )f ζ ，两端乘以 0 ( )f ζ ，积分之，得到 



(5.39)    
( ) ( )

( )

3 2
0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 22 ' '' 2 ' ' 4 '' ' '

const ,

f f f g f f f f f f f f g

G

ζ ζ ζ ζ

ζ

⎡ ⎤− − − + − +⎣ ⎦
= +

 

其中 

(5.40)    

( )

( )

2 2 2
0 0 0 0 0 0 00

2 3 4
4 7 10

1 16 '' ''' ' '
2 2

3 3 999 .
4 140 20 8!

G f f f f f f f d
ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ

σ σ σζ ζ ζ

⎡ ⎤= + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

= − + −
×

∫

"
 

( )G ζ 的这一级数形式是通过利用(5.15)得到的。在 ζ＝0 附近，(5.39)有近似形式： 

(5.41)    ( )2 2
2 2

3 const' ,
2

d g
d

ζ ζ
ζ ζ

= − +  

或即 

(5.42)    2
2 2

1 const const const.
4

g ζ
ζ ζ

= − + + +  

因此，如果加上如下条件： 

(5.43)    ( )2
2 0 0,x g η ζ= = = =当  

使得平板不因坐标变形而“移动”，那么 2 ( )g ζ 中的三个积分常数均应取为零。于是，仅仅由

(5.43)中的条件就完全确定了 2 ( )g ζ 。更为完善的计算给出 

(5.44)    ( )
2

2 5 8
2

1 7 .
2 2! 14 5! 30 8!

g σ σζ ζ ζ ζ
⎡ ⎤

= − − + −⎢ ⎥× × ×⎣ ⎦
"  

另一方面，当 ζ很大时，根据(5.16)， 0 ( )f ζ 可近似地取为 ζ－1.73。于是(5.39)化为 

(5.45)    ( )2 2 2
1 1 3''' 1.73 '' ' 1.73 .
2 2 2

g g gζ ζ⎛ ⎞+ − + = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

通过做替换 

(5.46)    ( ) ( )2
1 1.73 1' ' , 1.73 ,
2 2 2

g g t tζ ζ⎛ ⎞= − − + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

我们得到 

         ''' '' 2 ' 0.g tg g+ + =  

此方程可以积分两次，结果为 

(5.47)    1 2' .g tg C t C+ = +  

这个方程也很容易积分，最后我们得到当 ζ很大时 2 ( )g ζ 的如下渐近公式： 



(5.48)    
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2

2 2

1

2
1 4 1.73

2 1 2

1 2 1.731 4 1.73 4
3

1 1.73
4 2

.t

g C C e

C e e dt

ζ

ζζ

ζ

ζ ζ − −

−− −

⎛ ⎞− − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ ∫

∼
 

把(5.44)和(5.48)给出的两种解在 1 3ζ = 处连接起来，确定 1 2 3, ,C C C 的值分别为 1.901，

1.264，0.431。而且我们注意到 
2 2

1

tt t

t
e e dt− ∫  

当ζ →∞时趋于零，所以，当 ζ 很大时， 2 ( )g ζ 以
2( 1.732 / 2) / 4ζ− − 的方式趋于负无穷

大。详细计算表明， 2 ( )g ζ 是 ζ 的单调光滑函数，起步于抛物线
2 / 4ζ− ，中止于抛物线

2( 1.732 / 2) / 4ζ− − 。 

我们已经用 PLK 方法的原理完全确定了变形函数。然而，这里我们应该注意到：这里

的零阶和一阶近似是边界层方程的解，边界层方程是抛物型偏微分方程；而变形函数和二阶

近似是用 Navier-Stokes 方程计算出来的，Navier-Stokes 方程是椭圆型偏微分方程。因此，

从低阶近似到高阶近似，方程类型改变了。于是，我们预期，用变形坐标求得的一致有效解

会再现精确的 Navier-Stokes 方程的特性，尽管我们只用到了
(0)ψ ，我们在下一小节可以看

到这一点。事实上，就工程应用而言，没有必要进一步计算
(2)ψ 本身。 

 
V.3 坐标变形带来的零阶解的改进 

 
我们记得，Blasius 解给出的流场局限于第一象限，平板位于正 ξ轴，变量 ξ和 η都是正

的。不进行坐标变形，Blasius 解在平板头部附近给出的流场非常不能令人满意。根据 ζ 的

定义(5.34)，若 0ξ ≠ ，则 ζ＝0 对应于 η＝0，由此，当 2 (0) 0g = 时 x＝ξ，亦即，正 x 轴变

换到正 ξ轴；另一方面，若＝0，但 0η > ，则ζ →∞， 2g →−∞，于是 x →∞；但是，

当 ξ 和 η 同时为零时，使得 ζ 是任意的，整个负 x 轴被方程
2

2 ( )x gε ζ= 扫过，因此，ξ-η

平面的坐标原点映射到负 x 轴；对于非负的 ξ值，容易证明，每条直线 ξ＝const 映射到 x-y
平面上的一条曲线，它从 x 轴上的一点出发，随着 η无限增加，趋于负无穷大。因此，第一

象限的 Blasius 域映射到整个上半 x-y 平面。 
ζ 为常值的曲线令人感兴趣。在 ξ-η 平面上，这些曲线是以原点为顶点的抛物线，但由

(5.30)、(5.34)和(5.38)可见，在 x-y 平面上，ζ＝constant 的曲线族由下式确定： 

(5.49)    ( )2 2 2
2 .y x gζ ε ζ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  

因此它们还是抛物线型，但现在顶点是分散的，位于
2

2 ( )x gε ζ= ，随着 ζ增大，它们沿负



x 轴移动到−∞，比方说，若我们取 ζ＝5.2,为粘性区域的边界曲线，就会发现，粘性效应扩

散到平板前缘前方的量级为
2ε 的距离处，或者说，物理距离为 /Uν ∞ 量级的距离处。所以，

仅仅是我们的坐标变形就已能比经典的 Blasius 解提供合理得多的图案了。 

利用 (3.11)式，注意到
(1) 0x = ，就得到速度分量 

(5.50)    

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
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2
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2
2

2
2

0 0 02
2
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2
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'
' ' ,

2 '

1

' .
2 '

x
uu
U y x

g
f f f

g

vV
U x x

f f
g

ε
ψ ψ ψη

η ξ
ε

ξ
ε ζ

ζ ζ
ξ ε ζ ζ

ψ ε ψε
ξ

ε
ξ

ε ξ
ζ

ξ ε ζ ζ

∂
∂ ∂ ∂∂= = = −
∂ ∂ ∂∂

+
∂

= + −
−

∂ ∂
= = − = −

∂ ∂∂
+

∂

= −
−

 

因为这些表达式中分母
2 '

22 ( )gξ ε ζ ζ− 仅在前缘处为零，解的唯一的奇性出现在前缘。现在

V 是处处有限的，且在负 x 轴上为零，因为那里 ξ为零，而 0ζ ≠ 。对 u 的影响体现在额外

的一项，它在边界层中实际上是二阶量。Blasius 解中 u 在负 x 轴上和 y 轴上为 1，与之相比，

这里的解有实质性的改进：现在按照(5.50)，在 ξ＝0 处 u 随 ζ变化。 

为了给出前缘处奇性的准确性质，对于小 ζ，可用首项显式地近似表示 2g ，即按(5.44)，

为
2 / 4ζ− ，用这一形式的 2g ，由(5.30)得 

         
2 2

21 .
4 4

yx Yεξ ξ
ξ ξ

= − = −  

因此有 

(5.51)    

2 2

2 2 2 2

2 ,
1 .
2

x x Y

x Y x

ξ

ε ζ

⎫= + + ⎪
⎬

= + − ⎪
⎭

 

于是，如果用前缘项
2( / 2)ξ σζ 近似表示

(0)ψ ，则在前缘附近有 

(5.52)    

( ) { } { }

{ }

1
0 22 2 2 2

2

1
22 2

2

1
2

1 .
2

x x Y x Y x

Y x Y x

σψ
ε

σ
ε

≅ + + + −

= + −

 



若记 ,x iY z x iY z+ = − = ，则上式给出的
(0)ψ 正比于

1 23 2z z z− 的实部，因此，经过坐标

变形，在前缘附近
(0)ψ 是一个双调和函数，展示了 Stokes 近似的特性。还可以进一步注意

到，速度分量 u 和 V 在边界层里有不同的数量级，现在却是同一量级的了。这是经改进的

Blasius 解的又一特征。 

当 ζ很大时， 2 ( )g ζ 也可以做近似，按(5.48)取作
2 / 2ζ− ，此时(5.50)化为 

(5.53)    

2 2 20

0

,1
2 .

,
2

v r xu r x Y
r

v r xv
r

ε

ζ
ε

⎫−
= − = + ⎪

⎪ →∞⎬
+ ⎪= ⎪⎭

 

在边界层外缘， ( )Y O ε= ，因此可令 Y＝0 来得到边界层外缘处的速度分量，于是它们等于

1 和 0 /v xε ，与 Blasius 解一致。但是(5.53)中的扰动项实际上是
1/ 2

02i v zε −− 的实部和虚部

（这里 z x iY= + ）。因此，扰动速度确实是势流的速度，在远离平板处为零，采用坐标变

形后，经典边界层理论中的不现实的图案完全得到了矫正。 
人们可以预期，由于进行了坐标变形，平板上的剪切应力会发生变化。然而，详细计算

表明，在 ζ＝0 处，所有的剪切应力的变化为零，因此，用边界层理论计算的摩阻力仍是正

确的，前面的结果(5.29)依然成立。对摩阻力计算的进一步改进只能来自对
(2) (3), xψ 的计算，

但从前面已经得到的出色结果看来，此举难得再有利可图了。 
 

V.4 超音速流中的边界层 
 

Kuo 把边界层变换与坐标变形结合起来，成功地应用于不可压缩边界层的 Blasius 问题，

这一成功指引他用同样的方法研究更为困难的超音速边界层流动。这里的复杂性主要来源于

粘性边界层与恰在边界层外的头部激波所界定的无粘超音速流动的强烈相互作用。由于存在

粘性力，边界层中的气体速度下降且受到加热，于是沿着平板，边界层“厚度”持续地增大，

这又折返过来，对影响外部流动，沿平板产生压力梯度，超音速流与上节讨论的不可压缩流

的主要区别在于：对于超音速流来说，这种“诱导”的压力梯度要比不可压缩流强得多。但

Mach 数很大时，情况尤其如此。事实上，Kuo 发现，边界层坐标的变形在关于 ε的一阶近

似中就已经必须引进了，亦即 

(5.54)    ( ) ( ) ( ) ( )1 22, , , .x x x yξ ε ξ η ε ξ η η= + + + ="  

与不可压缩流的对应问题 [如(5. 30)所示] 相比，求解的困难在更早的阶段就发生了。 
Kuo 研究了两个此类问题：一个是沿平板的超音速边界层[4]，另一个是平板与远处来

流有一夹角的超音速边界层（超音速绕楔流动的边界层）。然而，这两个问题所涉及的计算

量很大，复杂得在这里难以尽述，感兴趣的读者可参看 Kuo 的原著。我们希望，通过前几

节详细讨论讨论较为简单的不可压缩边界层问题，对于 PLK 方法的技巧及新近应用的威力

已经做了充分的阐释。 
 



VI. 结束语 
 

在前面各节中，我们已做了略显冗长的阐述，描绘用 Poincaré、Lighthill 和 Kuo 所提出

的方法来解决含小参数 ε的物理问题的原理和技巧，我们采用了若干例子（有些还相当复杂）

来阐释该方法，但没有给出它的一般的数学理论。我们真的感到有压力，因为迄今没有一般

理论可资利用，然而，希望读者并非完全要自行决定 PLK 方法能否帮助他们得到特定问题

得到有用的解。在整个讨论中，我们也已指出，对有些问题 PLK 方法无效；对这种例子，

我们总是试图指出为什么此方法失效（参看 II.5、II.8、IV.2 节）。 
我们给出的各种问题中 PLK 方法失效的理由一定是有点含糊和启发性的，这是一个值

得我们的数学界同事们关注的问题。能否说服他们来研究这个课题，告诉我们哪些问题用

PLK 方法是有效的，哪些问题则会失效？对 PLK 方法失效的问题，亦即，它不能给出到所

有的阶都一致有效的解（或者有一致的任意精度的解），但仍能给出到 ε 的有限阶一致有效

的解，就像薄翼问题那样。能否一看问题的表述就知道此点了呢？ 
上面这些问题尚无答案之时，工程师大可不必沮丧，对他来说，估价所做的计算的正确

性的最佳导引仍是他对物理问题的了解。如果数学解没有给出他预期的结果，他当然必须质

疑数学解的有效性。所以，他没有完全“了解”PLK 方法不应妨碍他尝试用此法去解决自己的

问题。他不妨记住 Heaviside 在他的运算微积法受质疑时说过的一段话：“我难道要因为不完

全了解消化过程而拒绝进餐吗？” 
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